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de Lie. — Structure différentiable la plus faible sur un sous-groupe 
d'un groupe de Lie. — Théorème de Freudenthal. — Théorème d'Ado 
et troisième théorème de Lie. — Groupes de Lie localement isomor- 
phes. — Revêtements de groupe. — Existence d’un revêtement de 
groupe universel. 


Les sous-groupes de Lie d'un groupe de Lie qui sont des sous- 
variétés plongées jouent incontestablement un rôle de premier plan. 
Nous les appellerons fermés puisqu'on a la 

Proposition 1. Chaque sous-groupe de Lie fermé GS d'un groupe de 
Lie est un sous-ensemble fermé de G. 

Démonstration. Puisque & est plongé dans #, le point 
e € SE possède dans & un voisinage U tel que U f] S£ soit fermée 
dans U. On estime sans restreindre la généralité que U-1 = U. Soit 
a E ÉL, auquel cas aU-1 NS 5 ©, et il existe donc un point b € SL 
tel qu'il soit dans aU-1. La translation à gauche gr bg étant un: 
difféomorphisme de la variété &, l’ensemble b (U NS) = bU N 
est fermé dans bU, i.e. bU N bU NS = bU N SL. D'autre part, a € bU, 
si bien que a E DU N SE € bUNGE. Par conséquent, a € EU N&, 
donc a€ é. D 


5 +  * 


Il se trouve que la réciproque est juste elle aussi, savoir: si ur 
sous-groupe de Lie € constitue un ensemble fermé dans &, il est fermé 
(c'est une sous-variété plongée). Il y a plus. 

Théorème 1. Si un sous-ensemble $€ d'un groupe de Lie G est. 
à la fois 

1) un sous-groupe abstrait de %, 

2) un sous-ensemble fermé de l'espace topologique %, 
alors il est une sous-variété plongée, donc un sous-groupe de Lie 
fermé du groupe de Lie “. 

Nous ferons précéder la démonstration de plusieurs lemmes et 
remarques de caractère général. 

Soient & un groupe de Lie, et c# son sous-groupe abstrait. 

Nous dirons que d£ vérifie la condition (F) si l’algèbre de Lie g 
de & contient un sous-ensemble ÿ tel que | 

a) fH soit un sous-espace vectoriel; 

b) si À € b, alors exp À €  : 

c) on trouve un voisinage normal Ù, de l'élément zéro de l’espace 
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vectoriel g qui jouit de la propriété suivante: un vecteur À € U, 
appartient à {) si et seulement si oxp À € 5€. 

Quel que soit le sous-groupe de Lie fermé (plongé) 4 du groupe de 
Lie $, le point e possède dans $ un voisinage normal U tel que 
V=U Nc soit un voisinage normal de e dans S£. Si l’on considè- 
re ÿ comme algèbre de Lie de 4 et si l'on pose U, = exp 'U, on 
fon (E donc immédiatement que le sous-groupe 3£ remplit la condi- 
tion (F). 

Lorsque & = GL(n; R), les sous-groupes satisfaisant à (F) 
sont exactement les groupes de Lie de matrices au sens de la définition 
1 de III.11. On sait (voir proposition { de III.11 et remarque 1 
de III.1) qu'il s’agit toujours d'un sous-groupe différentiable et d'une 
sous-variété plongée, i.e. d’un sous-groupe de Lie fermé (muni de 
l'algèbre de Lie ; voir remarque 4 de 111.16). Mais si l’on revoit 
la démonstration de la proposition 1 de III.11, on se convainc de 
suite qu'elle se passe en fait des caractères spécifiques du groupe 
GL (n;R), ce qui la rend valable pour un groupe de Lie & quelcon- 
que. Aussi, un sous-groupe d@ vérifiant (F) d'un groupe de Lie est 
un sous-groupe de Lie fermé. 


Problème 1. Donner une démonstration rigoureuse de la dernière affir- 
mation. Démontrer également que 6 est l'algèbre de Lie du groupe de Lie %. 


Ainsi, les sous-groupes de Lie fermés sont exactement les sous- 
groupes assujettis à la condition (7), si bien qu'on a le théorème 1 si 
l’on prouve que le sous-groupe é£ y figurant est du nombre, A cet effet, 
il faut trouver le sous-ensemble b, le voisinage U, (ou, ce quirevient 
au même, le voisinage U = exp Ü,) et voir si les propriétés a), 
b) et c) ont lieu. 

Si le théorème 1 est juste, c'est l'algèbre de Lie deé#, i.e. l'ensem- 
ble des vecteurs À € g, avec exp tA € $S£ pour tout t ER, qui cons- 
titue l'ensemble 6. Ceci étant, on définit 5 en tant que sous- 
ensemble de l'algèbre de Lie g, ensemble formé de tous les vec- 
teurs À. 

Avec () ainsi défini, on démontre la condition a) à l’aide du 

Lemme 1. Soit {C,} une suite convergente de vecteurs de l'espace 
vectoriel g, et soit C — lim C, sa limite. S'il existe des nom- 


m — © 
dres t,, non nuls tels que lim tm = 0 et exp th»CmE &£ pour 


M —+ CO 
tout m> 1, alors C EH. 
Démonstration. On suppose sans restreindre la généra- 
lité que t, => 0, et on désigne donc par nr, pour tout ft ER un entier 
satisfaisant à 


+___1 < mL 
m 


tm 
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(i.e. la partie entière du nombre f/t,,). Comme t —{, <nrtn<t 
et lim th — 0, on a lim nhth =t, donc 


m— 0 m — 00 


lim exp (nmtmCm) = XP tC. 
D'autre part, 

EXP (AmtmCm) = (EXP mm)", 
si bien que exp (f%mtmC) € . Le groupe £ étant fermé par hypothè- 
se, il s'ensuit que exp {C € SL. Ainsi, CEG. O 

Vérification de la condition a). Si À € b, on a évidemment A4 € 

€ pour tout À EX? (puisque exp £{ (ÀA) = exp ({à) À). Il nous 
reste donc à démontrer que À + B € h quels que soient les vec- 
teurs À, B € 6. Conformément à la formule (12) de la leçon 14, on 
a pour À, BE g quelconques et tout nombre {ER 


exp tA-exp tB = expt (A + B+X\;), 
où À, —=0o (t). Soit t» — Â1/m, C — À + B, et soit 
Cm = A +B + Âim 1< m< oo. 
On atm—0, Cm Cet 
EXP {mm = XP im (A +B+X:,) = expinA exp tnB € SE 
(on rappelle que exp tA, exp {B € S£ pour tout £ € R par hypothèse). 
Aussi, on applique le lemme 1 (CES), et on a le résultat voulu 


A+BEG. O0 


Problème 2. Démontrer par les mêmes raisonnements que f est une sous- 
algèbre de l'algèbre de Lie g. (Ce fait ne sera pas utilisé dans la démonstration 
du théorème 1.) 


La condition b) étant remplie par définition, la seule chose à véri- 
fier est la propriété c). On aura besoin d'une autre construction 
générale. 

On suppose l'algèbre de Lie g décomposée en somme directe 
(1) g=be@æf 


de ses sous-espaces D et f. Chaque élément C Eg s'écrit de façon 
unique comme € = À + B, AE, BEF, si bien que la formule 


o (C) = exp À exp BP 
définit bien l'application (manifestement différentiable) 
(2) p:9—+ 4. 
Lemme 2. L'application (2) est étale au point 0E 3. 
Démonstration. Selon la formule (12) de la leçon 14, 
exp À exp B = exp (A + B +...) = exp (C +...), 
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où les points de suspension remplatent les termes de degré > 2 en 
A et B. Aussi la différentielle de (2) en 0 coïncide-t-elle avec celle de 
l'application exp, i.e. c’est un isomorphisme (voire une identité). ( 

On s'intéresse bien sûr à la décomposition (1) où best le sous- 
espace de l'algèbre de Lie g qu'on a construit ci-dessus à partir du 
sous-groupe &£ (et f un sous-espace supplémentaire quelconque). 
Dans ce cas, on a le 

Lemme 3. 11 existe dans g un voisinage U, du point O tel que 


exp Bé 


pour tout vecteur BE U, N\f non nul. 

Démonstration. Sil'affirmation du lemme est fausse, f 
contient des éléments B,, tels que B, —+ 0 et exp B,, € &£. Munissons 
f d'une norme |||| (disons, de la norme euclidienne) et cherchons les 
entiers Am-—> © vérifiant 


1< [rnbBm I 2 


pour tout m = 1,2,... (on conçoit que la chose est possible). Soit 
Cm = fmbBm et tm = +. L'ensemble des vecteurs C, 1< ||C [IS 2, 
m 


étant compact, on suppose sans perte de généralité (en passant, si 
besoin est, à une suite partielle) que la suite {C,} converge. Puisque 
mr 0 et exp tm — exp Bm € S£, cette suite remplit toutes 
les conditions du lemme 1, si bien que sa limite C = lim C} appar- 
tient à b. Or, cela est impossible car CE f (f étant fermé) et C 
Æ 0 A<LI|C IIS 2) à la fois. La contradiction obtenue démontre 
le lemme. fl] 

On passe à la 

Démonstration du théorème 1. Etant donné les résultats 
obtenus, il nous reste à vérifier c). On montre que c'est la propriété 
d'un voisinage normal U, sur lequel (2) est un difféomorphisme et 
qui représente U, du lemme 3. 

Soit À E U, et exp À € &@. Il faut démontrer que 4 €. On 
dit à cet effet que puisque (2) est un difféomorphisme sur U,, le 
point exp À € U s'écrit comme exp A,-exp B,, avec 4, € l (donc 
exp AE SL)et BLEf. Mais si exp À = exp A,‘exp B,etexp A, € 
€ S€, alors exp B, ES, ce qui n’est possible d'après le lemme 3 que 
pour B, = 0. Aussi, exp À = exp À, et, partant, À — À, (U, étant 
un voisinage normal). Ainsi, À € 6. [ 

Ainsi, les sous-groupes de Lie fermés d'un groupe de Lie & sont 
exactement ses sous-groupes, ensembles fermés. Notre terminologie se 
trouve complètement justifiée. 

Le théorème 1 dû à Elie Cartan apparaît comme un outil des plus 
efficaces quand on veut établir si tel groupe est un groupe de Lie 


CARTES COMPATIBLES AVEC UN SOUS-GROUUEÉ LE LIE £a! 
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Exemple 1. Un sous-groupe du groupe GL (n; R) (ou de GL{n; C)) 
est un groupe algébrique s'il est l’ensemble de toutesles matrices 
non dégénérées qui annulent un système de polynômes en les élé- 
ments de ces matrices. Cet ensemble est manifestement fermé (dans 
GL (n; K)), si bien qu'aux termes du théorème 1, tout groupe algé- 
brique est un groupe de Lie de matrices. 

Exemple 2. Soit # une algèbre quelconque de dimension finie sur 
le corps R ou sur € (qui n'est en général ni une algèbre associative 
ni une algèbre de Lie), et soit e,, ..., e, une base de #. Il est 
clair que l'application linéaire inversible @:.4#—- # est un auto- 
morphisme de l'algèbre # si et seulement si œ (ese;) = œ (e;) o (e;) 
pour n'importe quels à, j = 1, ..., n. Si @ (e;) = ze, et ee; — 
€», Ce qui implique 


) 
P (ee) — (chez) — ch; Then 


pe) (es) = 78e TE q — CHE 6 CTE 


— ph 
= C; 


œ est donc un automorphisme sous la condition nécessaire et suffi- 
sante : 


chxl = cl xPr 
ij À pq À j 

quels que soient à, j, = 1,..., n. Cela veut dire que les matrices 

| z{ Il associées aux automorphismes de # forment un groupe algé- 


brique, donc un groupe de Lie. Ce fait munit le groupe Aut # de 
tous les automorphismes de l'algèbre # d'une structure de groupe 
de Lie qui ne dépend évidemment pas du choix de la base. 

Ainsi, le groupe Aut # des automorphismes d'une algèbre 4 quel- 
conque de dimension finie est un groupe de Lie. 


Problème 3. Démontrer que l'algèbre de Lie du groupe de Lie Aut.4# est 
canoniquement isomorphe à l'algèbre Der # de toutes les dérivations de # (de 
toutes les applications linéaires D : # —+ A telles que D (ab) — Da:b + a-Dt 
pour a, b € AÆ quelconques). 


X * + 


Soient de nouveau é£ des sous-groupes de Lie quelconques (non 
nécessairement fermés) d’un groupe de Lie #, et soit m — dim &# 
et n — dim &. 

Une carte (U, h) = (U, x!,..., x") de & est dite compatible 
avec un sous-groupe cÆ si elle l'est au sens de III.13 avec toutes les 
sous-variétés de la forme L,S£ = af, a € ‘4, i.e. s'il existe pour 
tout a € $, tel que U Naf D, un ensemble PV, U Na 
ouvert dans a$£ qui présente les propriétés suivantes: primo, les 
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fonctions 
m 
yi=zily,, ..., ya [ve 


sont les coordonnées locales sur V, dansaÿ£, et, secundo, l’ensemble 
V, (et non ad£!) est défini dans U par les équations de la forme 


(3) anti, ,.., z'= ct", 


aveccl,..., c"-" des constantes (fonctions de a seul). 

L'affirmation b) du problème 25 (leçon 14) entraîne de suite qu'on 
trouve dans $ pour tout a € $ une carte (U, h) centrée en a qui est 
compatible avec #2. 


Une autre démonstration. On conçoit qu'il suffit de construire 
cette carte pour a = e (si (U, h) est compatible avec % et centrée en e, alors 
(aU, hoL:! ) est compatible avec 4 et centrée en a). Ce fait aidant, on considère 
l'application (2) obtenue pour la décomposition (1), avec b l’algèbre de Lie 
du sous-groupe de Lie 4€ et f un espace supplémentaire arbitraire. L'applica- 
tion (2) étant étale en 0 selon le lemme 2, le point e € $ admet un voisinage VU, 
domaine de définition de 1: U—+ ag. Soit h: U —+ R' le composé de 1 
et de l'isomorphisme de coordonnées g  R? compatible avec la décomposition 
(1), i.e. cet isomorphisme est associé à une base de l'espace vectoriel g dont les 
m premiers vecteurs appartiennent à la sous-algèbre ÿ et les n — m vecteurs 
restants au sous-espace f. Le couple (U, h) est une carte centrée en e compatible 


avec . DO 


Si le sous-groupe $£ est fermé (i.e. c'est une sous-variété plongée), 
on choisit (U, k) de façon que les équations (3) déterminent dans U 
l'intersection U Na$£ tout entière. 


Problème 4. Utiliser cette affirmation et démontrer que quel que soit le 
sous-groupe fermé 4€ du groupe $, L'espace quotient $/$€ (ensemble des classes 
aÿ€) possède une structure différentiab e naturelle par rapport à laquelle la pro- 
jection canonique 


n: S—+ SI, ar aÿ, a $, 


est une application différentiable et le triplet ($, x, $/ÿ) un fibré localement 
trivial différentiable. 

Problème 5. Prouver que 

49 pour tout sous-groupe fermé &, la composante de l'unité 4€, est fermée 


elle aussi: 
2° si le groupe de Lie $ est connexe, l'application naturelle 


Glge, + 13e 


induite par l'injection des classes modulo le sous-groupe constitue un revêtement. 

Problème 6 (qui généralise et commente les problèmes 4 et 5). Soient 
et © ÿE des sous-groupes fermés du groupe de Lie %, et soit Æ ,le sous-groupe 
invariant le plus grand de #. Démontrer que l'application 


n: SIA —+ SISe 


induite par l'injection des classes*modulo le sous-groupe est différentiable et 
représente la projection d'un fibré localement trivial différentiable de fibre 
oh ISE et de groupe structural &/%, qui opère dans &£/%# par translations à 
gauche. 
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Tout sous-groupe abstrait G£ peut être en fait transformé en un 
sous-groupe de Lie. Il suffit de le munir d'une structure de variété 
0-dimensionnelle (avec la topologie discrète). On note cependant 
l'intérêt pratique d'une structure différentiable qui est sans conteste 
plus significative (et qu'on voudrait unique) dont la topologie est 
proche au souhait de la topologie induite. (On rappelle que la topolo- 
gie d'une sous-variété en définit univoquement la structure diffé- 
rentiable: voir leçon 111.13.) 

Nous dirons que la structure différentiable (topologie) d'une sous- 
variété 4£ est la plus faible si, pour toute autre structure différen- 
tiable sur 4, i.e. pour toute sous-variété £, ayant les mêmes points, 
l'identité &,—+ &#£ est différentiable. Il y a certes unicité pour la 
structure différentiable la plus faible, mais l'existence n'a pas 
nécessairement lieu. Si £ admet une structure différentiable qui en 
fait une sous-variété conservative (en particulier, une sous-variété 
plongée), cette structure est la plus faible. 

Chaque sous-groupe abstrait &£ du groupe de Lie & est évidem- 
ment un groupe topologique pour la topologie induite. Soit 42, la 
composante connexe par arcs avec unité e du groupe 4. Un élément 
a ES appartient par définition à 4, si et seulement si & contient 
un chemin u : [—> & d'origine e et d'extrémité a complètement 
dans &£ (i.e. un chemin tel que u (t) € 8 pour tout t ET). 


Problème 7. Montrer que ®, constitue un sous-groupe invariant (sous- 
groupe distingué) de &. 


Théorème 2. Soit $£ un sous-groupe abstrait d'un groupe de Lie G. 
Si le groupe quotient K IS£, est dénombrable (ou fini), le sous-groupe € 
possède la structure différentiable la plus faible, et il est un sous-groupe 
de Lie par rapport à cette structure. Les composantes connexes par arcs re- 
latives à cette structure coïncident avec les composantes connexes par arcs 
pour la topologie induite (i.e. avec les classes aÿl, suivant £8,). En 
particulier, le sous-groupe S£. est la composante de l'unité du groupe de 
Lie $€, donc un sous-groupe de Lie connexe du groupe de Lie &. 

On l'appelle d'ordinaire théorème de Y amabe. 

Le cas général du théorème se ramène aisément au cas particulier 
d'un sous-groupe connexe par arcs. En effet, si l’on suppose que le 
résultat est juste pour tel 42, on dote 4£,, pour tout sous-groupe &, 
d'une structure de sous-variété connexe qui en fait un sous-groupe de 
Lie et, partant, une variété intégrale maximale de Ja distribution 
& (b) correspondante. Chaque classe af£., a € &£, est alors une sous- 
variété intégrale maximale de & (tj). Comme &Z est réunion disjointe 
des aÿ£., cette propriété jointe à la condition «chaque a$£, est une 
composante » définit univoquement sur $£ une topologie et une struc- 
ture différentiable. (On note que celle-ci est introduite sans qu'on s'a- 


230 LEÇON 15 


dresse à la propriété de dénombrabilité du groupe quotient 4/4...) 

Muni de cette structure différentiable, $£ est évidemment un sous- 
groupe de Lie (le vérifier!) avec les composantes de la forme a, 
a € #8. L'ensemble /FL, de ces composantes est au plus dénombra- 
ble par hypothèse, si bien que la structure différentiable définie sur 
4 est conservative (voir proposition 3 de la leçon 14), donc la plus 
faible. CO 


*k *% + 


Ainsi, il suffit de démontrer le théorème de Yamabe pour un sous- 
groupe Æ connexe par arcs. Nous nous servirons à cet effet de sa va- 
riante affaiblie connue sous le nom de théorème de Freudenthal qui 
convient parfaitement du point de vue géométrique. | 

Proposition 2. Sichaque élément a d'un sous-groupe abstrait 58 d'un 
groupe de Lie $ est joint à e par une courbe différentiable (voir différen- 
tiable par morceaux) u : [+ $ entièrement dans &@, alors $8 possède la 
structure différentiable la plus faible par rapport à laquelle il est un sous- 
groupe de Lie connexe. 

On introduit naturellement un sous-ensemble 6 de l'algèbre de 
Lie 8 — T.9, formé de vecteurs À € T,9 tels qu'il existe une cour- 
be différentiable u : 7 + % passant pour t = 0 par le point e et tout 


entière dans 4 pour laquelle on a u (0) — A4. (Si 3£ est un sous-grou- 

pe de Lie, on a certes b — 1 (4Æ£).) 

; Lemme 4. Le sous-ensemble b est une sous-algèbre de l'algèbre de 
ie 9. 

Démonstration. Si la courbe uw passant par e pour { = 0 
est entièrement contenue dans &£, la courbe t-—+ u (At) est elle aussi 
dans #£ pour tout À € %à (et passe par e pour t — 0). Le vecteur tan- 
gent à cette dernière courbe est ÀÀ pour { = 0, avec À le vecteur tan- 
gent u (0) à uw. Ainsi, À € b entraîne ÀA € B quel que soit À E R. Si 
les courbes v et v passant par e pour t —0 sont entièrement dans 4, 
les courbes tr->u(t)v(t) et tæu(t)v(t)u (rt) lu(r)t, r = 
— sgnt-W|t]|, passent de même par ce point pour £—0 et appartion- 
nent à . D'autre part, leurs vecteurs tangents sont pour t—0 les vec- 


teurs À + Bet [4, B], avec À =u (0) et B =v(0) (voir problème 17 
de la leçon 14). Par conséquent, À, B € 6 entraîne À + BEGet 
[4, BlE6. DO 

Soit Æ un sous-groupe de Lie connexe ayant f) comme algèbre 
de Lie. On aura évidemment la proposition 2 si l'on montre que# — 
= de. On aura besoin de deux autres lemmes. 

Soit 4À,,..., A, une base quelconque de l'algèbre de Lie g du 
groupe de Lie &, et soient w,, ..., u, des courbes différentiables 


dans $ telles que u, (0) =eet uy (0) = À; pour tout i —1,...,n. 
(Ainsi, u, (t) — exp (t4; + ...), les points de suspension désignant 
les termes de degré > 2 en t). 
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La formule 
p (4) = u; (a')u, (a)... un (a), À Es, 


avec al, ...,a" les coordonnées du vecteur À dans la base 4,,...,4, 
(i.e. des nombres tels que À — a!A,+...+a"A,), détermine l' appli- 
cation (manifestement différentiable) 


(4) q:Uo—+ ÿ 

d'un voisinage U, du point 0 de l'espace vectoriel g dans le groupe &. 
(Si les courbes u;, i = 1, ..., n, sont définies pour tout t, alors 
Us = 9.) 


Lemme 5. L'application (4) est étale au point 0€ g. 
Démonstration (cf. celle du lemme 2). Puisque u, (t) = 
— exp (4; + ...), on a selon la formule (12) de la leçon 14 


p (4) = exp (a 4, +.,.+ a"A, +...) = exp (4 +...), 


les points de suspension remplaçant les termes de degré > 2 en a!, 
...…, d'. Aussi, la différentielle en 0 de (4) coïncide avec la différen- 
tielle de l'application exponentielle. C'est donc un isomorphisme. [] 

Le lemme 5 entraîne que les nombres a}, ..., a" sont les coordonnées 
locales sur $ centrées en e. 

Les courbes considérées uv, sont d'habitude des sous-groupes à un 
paramètre B, :t—+ exp tA,, auquel cas a!, ..., a" sont dites coordon- 
nées canoniques de deutième espèce. 

Le second lemme se rapporte à une sous-algèbre ÿ quelconque de 
l'algèbre de Lie g du groupe de Lie & (considérée comme ensemble 
de champs de vecteurs invariants à gauche). Comme dans le théorè- 
me 2 de la leçon 14, on désigne par b, pour tout point a € & le sous- 
espace de l'espace tangent T,S, composé de tous les vecteurs de la 
forme À,, À € D étant un champ de vecteurs invariant à gauche 
sur S. [Si € est un sous-groupe de Lie d'algèbre de Lie }ÿ, alors 
Da = To pour a € €Æ (en particulier, b = T,Æ#'), encore que b, 
soit défini pour af €Æ#.] Les champs X étant invariants à gauche, 
on a de plus pour tout élément a € 3: 


Da = (dLo)e Ta = T (aët'). 


Lemme 6. Soit u : [—+ & une courbe différentiable du groupe de 
Lie $ qui passe pour t=0 par le point e et jouit de la propriété 


(5) u () Ebuw pour tout tEI. 


Alors u (t) E À quel que soitt ET (i.e. la courbe u est contenue entiè- 
rement dans le sous-groupe de Lie &). 

Démonstration. Soit C l'ensemble des points 4€1 
pour lesquels u (t) € &Æ#. Par hypothèse 0 € C. 
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On suppose que {, € TI cta,s =u (to). Soit (U,zx!,..., x") une carte 
centrée en a, compatible avec le sous-groupe de Lie €. L'applica- 
tion u est continue, si bien qu'on trouve ô > 0 tel que uw (f) € U quand 
|t — to | << 6. Soient ri (t),1< i< n, des fonctions qui définissent 
dans (U, x!,...,zx") la restriction de w à l'intervalle | £ —t, | < 
<Z ô. Puisque le voisinage V, de tout point u € U est défini dans la 
sous-variété a%€ par les équations de la forme 


x"*{— const, ..., +æ"—const, 


le sous-espace D, = T, (af) de l'espace T, & est engendré par les m2 


dr! ? ° °° Ù OxM 


de la base de coordonnées de T,&. Cela signifie en particulier que si 
Lt —1, | << 6, le vecteur u (t) est exprimé par les seuls vecteurs 


(&r) (7) 
O7? Ju)" """ \ xM Juçt)° 


Aussi, z"#1(4) =0, ..., x" (t) =0 pour |[t —t, | << 6, donc 
a #l(t) =0,...,x" (t) — 0 pour | t —t, | << Ô (on rappelle que 
ZT + (to) =0, ..., x" (4) — 0 par hypothèse). 

Poursuivons. Soit t, EC, i.e. a a, ES. Les équations z"+1 — 
= 0,...,2" = 0 définissent dans U un voisinage VE U Né du 
point a, de 3€. Lorsque [t —t, | < 6, on a doncu(t)E Va $, si 
bien que { € C. Ainsi, t, est un point intérieur de l’ensemble C, i.e. C 
est ouvert, car {, est quelconque. 

Soit {, E C, auquel cas t, = lim t, € C. En particulier, on trouve 
k, tel que | tx, —t, | << 6. On a 


2H (tn)=0, ..., æ"(iro) = 0. 


La compatibilité de la carte (U,x!,...,zx")et du sous-groupe ££ fait 
que les équations z"+#! — 0, ...,zx" — 0 définissent dans ce cas un 
voisinage de u ({3,) dans u (tx,) Z€. Comme u (t3,) E SE, la classe 
u (tx,) G£ coïncide avec £”. Par conséquent, tous les points de U 
tels que z7+1 = 0,...,z" = 0 appartiennent à 4. En particulier, 
ao E €, donc t, EC. Cela prouve l'inclusion CE C, i.e. l’ensemble C 
est fermé. 

L'ensemble C étant un sous-ensemble non vide fermé et ouvert à la 
fois de l'intervalle 7 coïncide avec Z tout entier. Par conséquent, 
u (t) € ° quel quesoitt EI. D 

Ces résultats aidant, on est en mesure de passer à la 

Démonstration de la proposition 2. Il faut démontrer 
l'égalité € — #'. On établira d'abord que &# & #', puis l'inclusion 
de sens contraire. 
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Inclusion EE &#. Soit a EL. Il existe par hypothèse dans & 
une courbe différentiable u : 1 + & qui jointe à a et reste tout entière 
dans &£. Pour fixer les idées, on suppose que 7? = [0, 1]. Quel que soit 
tE I, la courbe 


v(s) =u(t)}lu(s+t)}, —1<s<1 —1t, 
passe pour s— 0 par eet est entièrement dans £. Par définition, b (0) 


appartient donc à b, ou, plus précisément, v (0) € 5. = T,# (vu 
que D est considéré comme ensemble de champs de vecteurs inva- 
riants à gauche). 

D'autre part, 


u (+) = (ALurn)e v(0), 
résultat établi facilement (voir formule (3) de la leçon 14). Par consé- 


quent, u (t) E (dL un) TA = uen, ie. la courbe uw vérifie Ja 
condition (5) du lemme 6, si bien qu’en vertu du lemme, u (t)E # 
pour tout { € Z. En particulier, u (1)E &#,i.e. a€ &#, done #. 

Inclusion Æ € EL. On choisit dans ÿ une base 4,,...,A4,, (on 
regarde Ü comme sous-espace de T,®9). Soient u,,...,u,, les courbes 
correspondantes de # (courbes entièrement contenues dans ## pour 


lesquelles u, (0) = e et u, (0) = A;.i = 1,...,m). Comme $C, 
on assimile ces courbes à celles du groupe de Lie &#'. (Question : Pour- 
QUOI Uj, . . ., Um Considérés comme courbes dans €# sont-elles diffé- 
rentiables ?) Soit @ l'application (4) construite à l’aide des courbes 
Us +. Um (ie. par la formule 


p (4) — u, (a!), ... um (a), 


avec À = a'A, un vecteur de 6 suffisamment proche de 0). Aux ter- 
mes du lemme 5, il existe un voisinage U, de O0 € ÿ sur lequel cette 
application est un difféomorphisme sur un voisinage U — qU, du 
point e de #. Le groupe de Lie é£ étant connexe par construction est 
engendré par U (voir problème 12 de la leçon 14). Par ailleurs, 
toutes les courbes u,,.,..,u,, sont dans 4, si bien que U = @U,< 
CE , don À# CH. DO 


+k XX  * 


Avant de passer à la leçon 16, nous allons répondre brièvement 
à deux questions qu'on se pose tout naturellement à la vue de la cor- 
respondance 


(6) un groupe de Lie — son algèbre de Lie. 


Üne algèbre de Lie g (de dimension finie) sur R est-elle nécessaire- 
ment isomorphe à l'algèbre de Lie d’un groupe de Lig #? Quelle rela- 
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tion existe entre deux groupes do Lie dont les algèbres de Lie sont 
isomorphes ? 

Si g est une algèbre de Lie de matrices (sous-algèbre de l'algè- 
bre g{ (n; R)), l'existence de # est garantie par le théorème 2 de la 
leçon 14 (et & est un sous-groupe du groupe de matrices GL (7; R })). 
D'autre part, le théorème d'Ado de la théorie des algèbres de Lie affir- 
me que toute algèbre de Lie de dimension finie est isomorphe à une algè- 
bre de Lie matricielle (on dit qu'elle admet une représentation matri- 
cielle fidèle). On répond donc par l’affirmative à la première ques- 
tion : pour toute algèbre de Lie g de dimension finie, ilexiste un groupe 
de Lie & dont l'algèbre de Lie 1$ est isomorphe à l'algèbre g. (Ce 
fait établi par Elie Cartan s'appelle d'ordinaire troisième théorème de 
Lie.) Mais la démonstration du théorème d’Ado s'avère fort difficile, 
et les autres techniques employées pour prouver l'existence du grou- 
pe & (on n'en connaît que deux autres pour l'instant) sont à peine 
plus simples. D'autre part, le théorème de Lie a beau joué un rôle 
de premier plan en théorie des groupes de Lie, son intérêt d’applica- 
tion moins grand tient à ce que les algèbres de Lie interviennent dans 
la pratique conjointement avec les groupes de Lie correspondants dont 
l'existence n'est donc pas à démontrer. Dans ce livre par exemple, le 
théorème de Lie ne nous sera d'aucune utilité, et nous ne le traite- 
rons pas. 

NO + *% 


La réponse à la deuxième question est sensiblement plus simple. 
Comme nous n'en aurons pas besoin non plus, nous omettrons presque 
toutes les démonstrations. 

Puisque les algèbres de Lie du groupe de Lie # coïncident avec 
ses composantes &, de l'unité, on estime, sans nuire à la généralité 
de l'exposé, que tous les groupes de Lie considérés sont connexes. 

Définition {. Deux groupes de Lie # et 4 sont dits localement iso- 
morphes s'il existe des voisinages de l'unité UE & et VE “et un 
difféomorphisme q:U/—+ V tels que quels que soient a, b E U, ab E U, 
l'élément œ (a) œ (b) appartienne à V et on ait l'égalité 


q (a) p () = p (ab). 

Il est clair que Les algèbres de Lie des groupes de Lie localement iso- 
morphes sont isomorphes (par l'application (d).). 

Inversement, les groupes de Lie sont localement isomorphes s'il 
y a isomorphisme de leurs algèbres de Lie. 

[Cela traduit fidèlement l'affirmation de la remarque 1, leçon 14: 
Ja multiplication au voisinage de l'unité d'un groupe de Lie est com- 
plètement reconstituée à partir de l'opération {,] dans son algèbre 
de Lie. La démonstration en est omise pour les raisons loco citato.] 

Ainsi, les algèbres de Lie de deux groupes de Lie s'identifient (—sont 
isomorphes) si et seulement si ces groupes sont localement isomorphes. 


EXISTENCE D'UN REVÊTEMENT DE GROUPE UNIVERSEL 235 


Ce n'est certes pas toute la réponse. On n'a éclairci qu'un seul 
aspect de la question, savoir quand les groupes de Lie sont localement 
isomorphes. 

X *X  * 


Il se peut que le difféomorphisme œ de la définition 1 soit la res- 
triction à U d'un homomorphisme &—>- G£ (noté toujours ). 

Problème 8. Démontrer que dans ce cas l’homomorphisme est. 
un revêtement au sens de la définition 1 de la leçon 2. (On rappelle 
que les groupes $ et $£ sont supposés connexes.) 

On appelle revêtement de groupe les homomorphismes y: & — 
qui sont des revêtements. Il est clair que si le voisinage U de l'unité 
du groupe # recouvre bien le voisinage V de l'unité de é£, la restric- 
tion de à U constitue un difféomorphisme U —+ V qui présente les 
propriétés énumérées dans la définition 1. Ainsi, pour tout revêtement 
de groupe ® : 5 — GS, les groupes $ et SE sont localement isomorphes. 


Problème 9. Démontrer qu'une condition nécessaire et suffisante pour qu'un 
homomorphisme @: & —+ 9€ de groupes topologiques soit un revêtement est que le 
noyau Ker de ® soit discret. 

Problème 10. Démontrer que chaque sous-groupe invariant discret K d'un 
groupe topologique $ appartient au centre de $ (et, partant, K est un groupe abé- 
lien). [/ndication. Soit a € $, et soient U et V des voisinages de l'unité de $ 
tels que U N K = {e}et VaV-1 € U. Dans ce cas, V engendre # (problème 12 
de la leçon 14), et si a € K, alors VaV-1e UN K = {e}, i.e. tout élément de 
V commute avec a.] 


Ainsi, quel que soit le revêtement de groupe @ : S—- G@, le groupe 3£ 
est isomorphe au groupe quotient de $ par un sous-groupe invariant 
commutatif du centre. 

% + + 


On a les résultats suivants: 
A. Il existe pour tout groupe de Lie connexe @ un revêtement de 


groupe ® : $—+ 9, G étant simplement connexe. 

B. Si deux groupes de Lie connexes $ et 5 sont localement iso- 
morphes et que $ soit simplement connexe, on trouve un revêtement de 
groupe —+ SÆ, extension du difféomorphisme q de la définition 1. 


Problème 11. Démontrer que le groupe $ de A est unique à un 
isomorphisme près. 

C'est le groupe de revêtement universel du groupe de Lie ‘7. Il 
est localement isomorphe à ce dernier, si bien que deux groupes de 
Lie connexes & et admettant des revêtements universels isomor- 
phes sont localement isomorphes. 

Inversement, si & et 4 sont localement isomorphes, 4 l'est au 


revêtement universel Ÿ, et il existe donc selon B un revêtement de 
groupe $ —+ S£, i.e. $ est un revêtement universel de Ÿ aussi. 
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Ainsi, Les groupes de Lie connexes sont localement isomorphes si et 
seulement s'il y a isomorphisme entre leurs groupes de revêtement univer- 
sel. 


En bref, on a le 
Théorème 3. La correspondance (6) entre les groupes de Lie connexes 


et simplement connexes (considérés à un isomorphisme près) et les algè- 
bres de Lie réelles de dimension finie est biunivoque. 

Deux groupes de Lie connexes admettent des algèbres de Lie isomor- 
phes si et seulement si leurs groupes de revêtement universel sont isomor- 
phes. 
Dec deux affirmations à la base du théorème, nous démontrerons A 
parce que la plus simple. (L'idée de la démonstration de B est simple 
elle aussi, mais sa mise en œuvre rigoureuse s'avère trop laborieuse.) 


Dire que @ : #—+ & est un homomorphisme, c'est affirmer la 
commutativité du diagramme 


Gx B T ÿ 
\ 
. N 
\ 
(7) PO 
\ 
\ 
gxg g 
m 


où les flèches horizontales représentent la multiplication dans & et 8 
respectivement. D'autre part, la commutativité de (7) signifie par 


définition que la multiplication m est un relèvement en Ÿ de |’ appli- 
cation 


(8) mo(px y): 9x S —+ 
(flèche en traits ponctués du diagramme (7)). Ainsi, pour tout revé- 
tement de groupe  : G—+ G, la multiplication m est un relèvement de 
l'application (8). Ce relèvement vérifie l'égalité m (e, e) = € > (e étant 
l'unité du groupe &) qui le définit de façon unique. 

On montre de même que l'application v : ‘at a” du groupe G 
sur lui-même constitue le relèvement défini par Ÿ (e) —"e de 


(9) vop: 4 —+ 8, 


avec v:ara”l, a € 4. 
Inversement, supposons qu'il existe, pour un revêtement (qui 


n’est pas un revêtement de groupe) différentiable :G +9 du 
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groupe de Lie 9; les relèvements m et v (définis par m (e, e) = eet 


v (e) — 6, avece un point de œ ! (e)) des applications (8) et (9) res- 
pectivement. 


Problème 12. Démontrer la différentiabilité de m et Ÿ. 


Examinons les applications 
1, 8: GxgxÉ + 
définies par 
fa, an a) =m(m(a;, à), a) 


et 


8 (ay Gp 8s)= may Mar G:)) 
respectivement. f et g sont évidemment les relèvements de la même 
application 
GxGxÉ—+S, (as, CA a;) > Gilolz; 

a = (a), i — 1,2, 3, avec la même condition initiale (e, e, e)— e. 
L'unicité des relèvements (voir théorème 1 de la leçon 4) fait coïnci- 
der ces applications. Ainsi, la multiplication m est associative. 

On démontre de façon analogue que v est le passage à l'élément 
inverse pour la multiplication m, si bien que la variété G est un 
groupe de Lie (avec e pour unité) et op: &-+ G un revêtement de 


groupe pour m. 
D'autre part, on sait (voir théorème 1 de la leçon 4) que l'existen- 


ce des relèvements m et v a lieu sous la condition nécessaire et suffi- 
sante : 
(10) (mo (p X p))x (rt (SX S)) € px (71%), 
(11) (vo ph (19) € pa (19), 
où m(SZXS)=mSxS, (e e) et 8 = ($, 6). 
Cela nous permet de démontrer le résultat fondamental suivant. 
Proposition 3. Soit o : &—>- & un revêtement différentiable quelcon- 
que d'un groupe de Lie connexe $ avec unité e, et soit e € p” (e). G est 


muni d'une multiplication unique avec unité e qui fait de G un groupe 
de Lie et de l'application @ un revêtement de groupe. 
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Démonstration. A la lumière des résultats obtenus ci- 
dessus, il suffit de démontrer les inclusions (10) et (11). 
Problème 13. Vérifier que quels que soient les lacets u, v: 1—+ ÿ 


au point e, la formule 
(12) F(t, rt) — 


{ . 
“(+ (A—t+2r))v(t(1—2r) si 0<t, T<1/2, 


u(t+ 27 (4— 0) (IEEE D) si ogrgi2<t<1, 


(+ (+r—2n)) si 0ct<1/2<T<1, 


lo (EE @—t—27(4—0)) si 1/2<t, 1<1, 
définit bien une homotopie dans & qui relie le lacet 
(13) træud(t)v(t), tEI, 
au lacet uv : Tr SG défini par 

u (2t) si 0OS1<1/2, 
uv (t) = 
v(2t—1) si 1/2<1<1. 


Problème 14. Trouver la construction géométrique élémentaire à la base 
de la formule (12). 


Siv—voulie.u(t) =u-'(t)), le lacet (13) est un lacet cons- 
tant, si bien que [ul:{[v] = 1 dans le groupe n,4. Etant donné que 
[lu] = v, [u], cela prouve que l'homomorphisme 

Ve : UŸ—+ 4 
est l'application a + a”! dans 1,8. 
Il en résulte en particulier que l’homomorphisme v, transforme 


tout sous-groupe de 7,4 en lui-même. S'agissant du sous-groupe 
Ps (2), on a immédiatement l'inclusion (11) par suite de l'égalité 


(vo px = Ve o Ps. / 
Tout lacet w:1—+ X $ du groupe & X S est donné par 


w(t) =(u(t), v(t)), #tET, 
avec u:1—+ 8, v:1 — & des lacets de SG. 
Problème 15. Montrer que la formule 
À [w] = ([u}, lvl) 
définit bien l'isomorphisme 
A:mu(gXS)—+ 1,9 X 19. 


(11 ne nous faut d’ailleurs que le cas où À est un homomorphisme.) 
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Le problème 13 implique le diagramme commutatif 
US X SE) + n,8 
(14) a! | 
1,9 X 19 + 119 
avec u la multiplication dans le groupe n,%. Aussi, 
(mo (p X p}}x = mx © (p X pe = ho Ac (p X ps. 


D'autre part,siw: 1% X Ÿest un lacet de G x & et si w (4) = 
=ut(t)u(t), où u, v : 1 $ sont des lacets de S, on a 


((p X pow)(t) = (ou), (pov)(), tET, 


donc 
(Ac (p X px) [wl = (pe (ul, ps lvl). 
D'où 
(mo(p X p)e lw) = pe (lul):p+ (v]) = œ ([ul-lul) € pe (x S) 


parce que q, est un homomorphisme. L'inclusion (10) se trouve dé- 
montrée elle aussi. [ 


Si l'on applique la proposition 3 au revêtement universel qç : &— 
—+ $ (qui existe en vertu du théorème général 1 de la leçon 5), on 
obtient l'affirmation A. 

Remarque 1. La commutativité du diagramme (14) signifie que La 
multiplication dans le groupe x, 4 est induite par celle du groupe &. 
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Connexions sur les fibrés des repères. — Comparaison avec les con- 
nexions sur les fibrés vectoriels. — Construction explicite d'une con- 
nexion sur un fibré vectoriel. — Fibrés principaux différentiables. — 
Champs verticaux fondamentaux. — Formes horizontales. — For- 
mes différentielles à valeurs vectorielles. 


On rappelle (voir exemple 3 de la leçon 6) que chaque fibré vec- 
toriel £ = (6, x, #) est associé au fibré principal des repères & — 
— (8, x, #) dont l'espace total 6 est formé de repères (bases) 


(1) P — (P1 ss Pn): 


avec p1, . . +, Ph les vecteurs linéairement indépendants (qui consti- 
tuent donc une base) d'une fibre #, de &. Cela posé, x (p) = 
Si le fibré & = (8,1, #) est différentiable, on définit dans 8 les 
cartes (6 u, k), où U est le voisinage de coordonnées trivialisant dans 
& et h l'application de l'ensemble &u = x7!U dans Rr'tm — 
— Mat, (R) X R7, définie par la formule 
(2) k(p)=(C,h()), p = (pr... Pa) ES&, db = x (p). 
Icihk: U—+®R" est l'application de coordonnées de U et C une ma- 
Dee dont les éléments des colonnes sont les composantes des vecteurs 
... Pa dans la base trivialisante s (6) = (s, (b), . .., s, (b)) 
do la fibre F,. (L'espace des matrices carrées d'ordre ns ‘identifie ici 


avec l'espace R"°.) 
Les coordonnées locales de p E &u dans la carte (&uy, k) sont 


les nombres ci, À, 1<i,j<n,1<k< m, avec x* les coordonnées 
locales du point bn (p) dans la carte (U, h) de la variété $ et ci 


les éléments de la matrice C, i.e. des nombres tels que 


Pi — ci Sj (b) 
pour tout i — f, 1. (On note la non-dégénérescence de C.) 
Ainsi, les coordonnées du point p forment le couple (C, x), C étant 
la matrice Ici [let x la ligne (x, ..., x") 


On conçoit que toutes les cartes (&u, h) sont compatibles, si bien 
qu'elles définissent sur @ une structure de variété différentiable de 
dimension n°? -+ m, et l'application x envoie le point p € 6 de coor- 
données (C, x) dans le point b € @ de coordonnées x (c'est donc une 
submersion). Cela signifie que le fibré des repères & — (6, x, #) 
est différentiable dès qu'il en est ainsi pour le fibré vectoriel 


E —(6,n, #). 
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On voit en particulier que la fibre F5 — x-! (b) de 6 est une 
sous-variété plongée pour tout point b de & et que tous les résultats 
relatifs aux sous-espaces verticaux et horizontaux (voir leçon 10) 
s'appliquent automatiquement au fibré E&. 

Problème 1. Montrer que pour tout champ 


(3) H pH, pEé6, 

de sous-espaces horizontaux sur &, il existe dans chaque carte (&y, h) 
des formes univoquement définies 

(4) = dci+fndr", 1<i, jEn 


(avec fa des fonctions sur le voisinage de coordonnées 6 y qui sont difjé- 
rentiables s'il en est de même du champ H) telles que le sous-espace H, 


soit pour tout p € &u l'annulateur des covecteurs (0),. ({ndication. 
Cf. proposition 3 de la leçon 10.] 


Les coordonnées locales (C, x) de (& y, k) définissent dans chaque 
espace tangent T,6, p E &uy, la base 


(52 } (LE). 1<i i<n, 1<k<m, 


Ozxh 
si bien que chaque vecteur de T.&@ est représenté de façon unique par 


. Ô n e 
a (+) +u | x). , Où ai, u* CR. 
CR Ôx 


On identifio ce vecteur au couple (4, u), où À est la matrice || a) Il 
et u la ligne (u!,...,u"), Le vecteur (4, u) est vertical si et seule- 
ment si u = (. 


Les valeurs des formes (4) sur (À, u) forment évidemment la ma- 
trice 


À —— u*F,, 


avec F, = F}(C, x) les matrices || fi I, & = 1, 
(A, u) € H, si et seulement si 


(5) À + uËF, = 0. 

Il en résulte en particulier que 
(6) (4, u)}Y = (4 + uËF,, 0), (4, u)H = (— u*F,, u) 
pour tout vecteur (4, u) de T,6. 

Chaque fibre F$,, b €, de Eest l'orbite de l'action à droite 

(p, B)pB, pE&, BEGL(nr;R), 
du groupe GL (n; R) sur @ qui est définie par 
pB —q; q = (Qi «+ : «x An): 


., M. Aussi, 
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où 
a = Pib}, i—1,...,n, 
pour p=(p,,..., pet B = || b} Il. Cette action s'écrit en coordon- 
nées 
(7) (C, x) > (CB, x). 


I] s’agit donc d’une action différentiable. En particulier, l'application 
Rh:6— 6, pr-+ pp, pEé, 


de la variété & dans elle-même est un difféomorphisme pour tout 
BEGL(n; R). 
Comme À , transforme chaque fibre F L en elle-même, la diffé- 
rentielle 
(dR p)p : T6 —> TpB6 


en chaque point pE€ F ë, envoie le sous-espace vertical T,f 5 dans 
le sous-espace vertical T,y5# ë.. Aussi, quels que soient le champ H 
de sous-espaces horizontaux, le point pE& et l'élément BEGL(r;R), 
l'application (dR;), change le sous-espace horizontal H, en 
le sous-espace (dR :)H, supplémentaire de T,nFé,. Si 


(8) (R 5)pHp = Hop, 


le champ }H est dit équivariant. 

Définition 1. On appelle connexion sur le fibré principal & — 
— (8, x, #) un champ H équivariant et différentiable quelconque 
de sous-espaces horizontaux. 

On note que cette définition se passe des voisinages de coordonnées 
trivialisants à la différence des connexions sur les fibrés vectoriels E. 


* XX  * 


Proposition Î. Les connexions H sur le fibré principal & sont en 
correspondance biunivoque naturelle avec les connexions H sur le fibré 
vectoriel associé E — £ [R"]. 

Démonstration. Selon (7), si le point pde &6u est repéré 
par les coordonnées (C, x), alors le point q = Rp l’est par (CB, x). 

Problème 2. En déduire que l'application linéaire (dR »)) est 
définie par la formule 

(AR 5) (4, u) = (AB, u), (4, u) € T8. 


Il en résulte par (5) que si le champ H est l'annulateur des formes 
(4) sur &uw, le sous-espace (dR :))H, a pour éléments les vecteurs 
(4B, u), u étant un vecteur quelconque de R”, et 


A = — Fn (C, x) ui. 
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D'autre part, le point q=R 4p a pour coordonnées (CB, x), si bien 
que la même formule (5) fait que le sous-espace H, est formé des 
vecteurs (—F, (CB, x) u*, u). Le champ H de sous-espaces horizon- 
taux est donc équivariant (i.e. il est une connexion) si et seulement si 
tous les éléments B, C du groupe GL (n; %) et tous les vecteurs 
x, UER” vérifient l'égalité 


— Fi (C, x) Bu = — F, (CB, x) u*. 
Comme u est quelconque, cette égalité a lieu si et seulement si 
(9) Fr (C, x) B = F, (CB, x) pour tout # = 1, ss M. 
On pose C — E et on note C la matrice B, il vient de suite 
(10) F,(C, x) = PC, k=1,...,m, 


(où F, = l, (x) est la matrice F, (E, x)), i.e. 
fa=Thc, UThll=Ts. 


Puisque les matrices (10) satisfont pour l', quelconques aux relations 
(9), on peut donc dire que le champ H est une connexion sur & si et seule- 
ment s'il constitue sur chaque voisinage de coordonnées € y l’annulateur 
des formes 

(11) = dei +Té,ci dr”, 

avec T}, des fonctians différentiables sur le voisinage U. 

Problème 3. Montrer que les fonctions l'#, vérifient les relations (17) 
de la leçon 10 et qu'elles sont donc les coefficients d'une connexion Æ# 
sur le fibré vectoriel E. 

Connaissant la connexion H sur & on a donc construit une con- 
nexion À sur Ë. Inversement, si À est une connexion arbitraire sur E, 
on reconstitue par ses coefficients T4, les formes (11) et, partant, une 
connexion Hy pour chaque voisinage de coordonnées 6 y. 

Problème 4. Montrer la compatibilité des connexions Hy sur 
les intersections &u (1 êur, ce qui fait que Hu définissent la con- 
nexion À sur & tout entier. 

Cela démontre manifestement la proposition 1. © 

Chemin faisant, on a démontré que sur chaque voisinage de coor- 
données & y les connexions sur & sont données par les formes (11). On 
peut certes substituer à (11) les formes linéairement équivalentes 


(12) Bi 'ci dei+'cilhci da, à, j=1, ...,n, 

où 'ci sont les éléments de lu matrice C-! inverse de € — || ci [[. (On 
n'aura plus besoin des formes (11), si bien qu'on leur emprunte les 
symboles 6;.) La matrice 0 — || 8; || des formes (12) s'écrit par con- 
vention 

(12°) 8 — C-14C + C'loC, 
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où dC = || dci ||, © = || wi || = |} l'a; dz* |]. La connexion est défi- 
nie sur tout autre voisinage de coordonnées trivialisant U” par les 
formes Bf,, éléments de la matrice 
8" — C’-1 dC”’ + C'-lw"C”. 
Ce faisant, si y — ps est l'application de transition correspondante, 
on a sur U f\ U’ 
oO = plop + p dy 
(voir formule (17”) de la leçon 10) et 
C" = @”!C 
(démontrer!). Aussi 
0" = C'ip d (p'1C) + Cp (prop + p'! dy) pic = 
= Cp (dp"!) 6 + C1 (pp!) dE + C'lwC + C1 dpp'C — 
= — Cp (p7! dpp1) C + C-1 dC + C-wC + C1 dpp'!C = 
= C"1dC + C'loC =8 
sur U f} U”’ (il est connu que dp }? = — pd p'!). Ainsi, les for- 
mes (12) sont compatibles sur les intersections, et il s’agit donc des 
formes globales 65 définies sur la variété & tout entière. On voit que 


toute connexion sur & est l'annulateur des formes0i, 1< i, j& n, déji- 
nies sur toute la variété 6 (qui sont de la forme (12) dans chaque car- 
te (&u, h)). Cette propriété avantage heureusement les connexions 
sur & par rapport aux eonnexions sur & pour lesquelles les formes ana- 
logues 8i, M < i< n, ne sont définies que localement. 


*X XX x 


La démonstration ci-dessus de la proposition 1 néglige cependant 
la construction géométrique de Æ moyennant H. Si l’on corrige ce 
défaut, on démontre une fois de plus la proposition en question. 


Les composantes p,,..., ph d'un point p = (p;,..., p,) quel- 
conque de & appartiennent par définition à une seule fibre #, de Ë, 
si bien qu'on définit pour tout vecteur y = (y', ..., y")ER" Je 
point p;y E F,. Ainsi, la formule 

fs (p) — pay", P — (Pa es Pn): Y — (y’, ….: y"), 


détermine l'application 


fy : 6—+€ 
(évidemment différentiable). Soit 
(dfs)p : T6 + To, p = pit, 
sa différentielle en pE£é&. 
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Proposition 2. £tant donné une connexion H quelconque sur &, la 
formule 
(13) Hy = (dfy;)p Hps P = fs (p), 
définit bien une connexion H sur E. 


Démonstration. On commence par prouver que le second 
membre de (13) dépend de p seul. On démontre donc que si 


(14) fs (p) — f2 (q), Y, Z € R", P, q ( 6; 
alors 
(fs) un (dfz)aHq: 


L'égalité (14) n’a évidemment lieu que lorsque p et q appartien- 
nent à une mêmo fibre de Ë, si bien que le groupe GL (x, %) comprend 
un élément B = || b; || tel que q — pB, i.e. g; = p;bi, auquel cas 

fa (4) = quai = piblii, 2 = (2, ..., 2"), 
et (13) signifie (n'oublions pas que les vecteurs p,, . .., p\ de l’es- 
pace F, sont supposés linéairement indépendants) que yi — bizi, 
i.e. y = Bz, avec y et z considérés comme colonnes. Par conséquent, 
l'égalité (14) se récrit 
8: (p) — (2 ° R3) (p). 


I] faut noter que c'est une identité en p pour tout B et tout z. Aussi, on 
a pour p donné 


(15) (fs) = my = (frac AR)» = pB, y = B2, 
d’où le résultat annoncé 

(dfy)pHp — (dfz)a((d R B)pHp) — (d/z)qH q 
puisque (dR 5)pH5 = Hp = Hq4 par suite de l'équivariance. 


Problème 5. On rappelle que le vecteur 


1(—) (+) _ 
a: dci LE OxÀ … 1 <i, j<n, 1<k< m, 


de l’espace T 6 est noté par convention (4, u), où À = || a) Ietu = (ul,,... 
.., um), On désigne de même par (e, u){e = (c!, ..., et), u= (ul, ..., um)) 
le vecteur 


Ô ô 
it [ — k | 
(Gex), +" a) I<i<n 1<F<m, 


de l'espace TL. Montrer qu'avec ces notations la différentielle 
(df,), : T6 > Th, p = (bp), 
de l'application fy opère par la formule 
(d/,)) (4: u) = (A4y u), 
y et Ay étant considérés comme colonnes. En déduire la formule (14). 


2 3ax. 589 
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Ainsi, pour toute connexion H sur &, la formule (13) définit bien 
un champ de sous-espaces H, sur Ë. 


Problème 6. Montrer qu'il s’agit d'un champ différentiable. 


Il est clair que n° f, = x, i.e. le diagramme 
& —— 6 
A 


est commutatif (f, est un morphisme de fibrés). Le diagramme des 
différentielles 


Fy 
X 
B 


(ax)p er 
T3, b=s(p}=x(p). 


est donc commutatif lui aussi pour n'importe quels points pE€ & 
et yCR'. 


Problème 7. En déduire que Æ est un champ de sous-espaces horizontaux. 


Il nous reste, pour achever la démonstration, à établir que le 
champ #7 est défini par les formes qui dépendent linéairement des 
coordonnées dans une fibre. On doit donc calculer 77 en coordonnées 
(ce qui fournit en particulier la solution des problèmes 6 et 7). 

On suppose une fois de plus que U est un voisinage de coordonnées 
trivialisant dans la variété æ. 

On estime (sans nuire à la généralité) que le sous-espace À, est 
défini pour les points p € &u par 


Hp — (dfa)p Hs: 

Où po = 8 (b), b — x (p) (et a est par conséquent la colonne des coor- 
données de p dans la base s, (b),...,s\ (b) de la fibre F,). Vu que 
(dx), sur H,, est un isomorphisme sur T,7, la base du sous-espace 
H,, s'écrit 
(16) (4:, Ci (4m Em); 
et la base de Æ, est 

(Aie, @), ..., (Ame, em); 
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où 
A=llai,ll, ..., 4n=llai,ll 1<i j<n, 
sont des matrices carrées d'ordre x qui dépendent différentiablement 
du point bE U. 
Soient sur & u les formes différentielles (manifestement différen- 


tiables) 
Oi=dat—ajaidr", 1<i<n. 


Puisque les covecteurs (daï), et aija/(dz*), prennent en tout 
point p E 6 u une même valeur, savoir a;;c?, sur les vecteurs 


. + Ô ô 
— ni ri 
(ac, ex) = ac dai }, + ôx* }, 
de l’espace Æ,, tous les covecteurs 0f, p € &u, sont nuls sur H,, 
donc #,c Ann (8},...,0;). Etant donné l'indépendance linéaire 


évidente de ces covecteurs et dim À, — m, on a en fait l'égalité et 
non l'inclusion, i.e. 


H = Ann (6, ..., 0") sur &w, 
et le champ À : pH, est effectivement une connexion (à coefficients 
rh; —= — a). 0 
Du moment que les vecteurs (16) forment une base du sous-espa- 
ce H,,, les vecteurs 


(4,B, €); ... (AnB, Em) 


constituent pour tout B € GL (n, R) une base du sous-espace H,, 
p = pod (voir problème 2). 

Problème 8. Etablir avec ces résultats que le sous-espace H, 
est l’annulateur en p des formes 


Ode —aicidr, 1<i, j<n. 


Cela démontre évidemment que la correspondance H = H de la 
proposition 2 coïncide avec la correspondance de la proposition 1 (et 
prouve d'une manière nouvelle cette dernière). 

Aux termes de la proposition 1, on identifie les connexions sur £ et 
celles sur ë. 

Nous avons là plus qu'une autre définition (invariante cette fois!) 
des connexions sur les fibrés vectoriels. Cela permet de vastes géné- 
ralisations immédiates. 


& + + 


On suppose que le groupe de Lie Z opère différentiablement à droi- 
te sur la variété différentiable & : 


(17) 8 X G—+ 6. 
De 
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On fait les hypothèses suivantes: 
a) l’espace & — 6/$ est une variété différentiable : 
b) l'application 


(18) n:$®, pps, pES, 


est différentiable ; 
c) pour un recouvrement ouvert {U,} de l’espace ©, il existe des 
difféomorphismes équivariants (donc fibre à fibre) 


Pa Ua *X G—+ BU, = 177 (Ua) 


(qui vérifient p, (b, a) g = ®, (b, ag) quels que soient les points 
bEU,eta,gE SG). 


Problème 9. Démontrer que l’action différentiable (17) est une action prin- 
cipale au sens de la définition 2 de la leçon 1 si et seulement si elle jouit des pro- 
priétés a), b} et c). (Le plus difficile à établir est certes la propriété d'être locale- 
ment trivial, i.c. c).) 


Nous ne nous proposons pas de nous servir de cette affirmation 
telle quelle, et, sans chercher loin, nous appellerons principale l'ac- 
tion différentiable (17) qui présente les propriétés en question. Le tri- 
plet (8, x, #), avec x l'application (18), est corrélativement un 
G-fibré principal différentiable. (Aïnsi, chaque fibré principal diffé- 
rentiable est localement trivial par définition.| 

Problème 10. Montrer que pour tout fibré principal différentiable 
la translation 


tT:68"—> G 
(voir leçon 1, p. 20) est une application différentiable. 


Problème 11. Montrer que le fibré des repères examiné ci-dessus est un fibré 
principal différentiable de groupe structural GL (nr; R). 


En vertu de la condition c), l'application x : 6 — ® est une sub- 
mersion, si bien que chaque fibré principal différentiable & = (&, 
x, #) est un fibré différentiable au sens de la leçon 10, et on peut par- 
ler en l'occurrence des vecteurs verticaux et des champs différentia- 
bles de sous-espaces horizontaux. 


$ *X 


Voyons d’abord ce qu'il en est des vecteurs verticaux. 

Un champ vectoriel X sur @ formé de vecteurs verticaux, i.e. un 
champ tel que le vecteur X, soit vertical pour tout point p € &, sera 
dit vertical. 

Pour tout point p € &, l'application 


Li: 96, arpa a€%, 
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est évidemment un difféomorphisme du groupe & sur la fibre p& — 
= Fi, b=n (p), du fibré &, qui envoie l’unité e de & en p. Aussi, 


(19) Aÿ = (dLple4, PE, 
définit sur & pour tout vecteur À € g un champ vectoriel vertical 
A* : p—A*. 


Problème 12. Montrer que le champ A* est différentiable. 
Le champ A s'appelle champ vertical fondamental associé au 


vecteur À € 8. 
L'application L, étant un difféomorphisme, on a pour À &# 0: 


AŸ - 0 en chaque p€ 8. 


On constate en particulier que l'application 


(20) + : A— A 
(évidemment linéaire) constitue un monomorphisme de l’espace ve cto- 
riel 8 = T,& dans l'espace vectoriel a& des champs vectoriels 


sur la variété 6. 
Problème 13. Montrer que pour tout vecteur vertical B € T6, il 


existe un seul élément À € g tel que 
AŸ = B. 


Problème 14. Soit & = (€, n, 8) un fibré des repères du fibré vectoriel E. 
Comme les vecteurs tangents en e au groupe $ — GL (n; R) s'identifient natu- 
rellement aux matrices carrées d'ordre n, chaque matrice À € Mat, (R) définit 


sur l'espace # un champ vectoriel vertical À. Montrer que ce champ est donné 
dans chaque carte (&u, h) par l'égalité 


AË= (AC, 0), 
avec (C, x) les coordonnées du point p. 


On voit aisément que pour chaque point po € 6, la courbe 
B:tr> poexpt4A — Rexpt A Pos 
— 00 <T L TZ + 00, est une courbe intégrale de A* qui passe pour t — 0 
par le point p,. En effet, sit, ER,ona 
B (to) = (d Latto) }e À = Aÿtto) 
puisque 
B (£) = po exp to4 exp(t— to) A = 
= Lp, exp 1,4 (EXD (t — to) A) = Lu) (EXP (4 — to) À) 
et pepe vecteur À qui est tangent en {, à la courbe f{ ++ exp (t— 
— to) À. 
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Vu que [A#, X] = & 4 X (voir formule (18) de la leçon ITT.17), 
il en résulte que 


# X—X 
(21) [4#, X)]= lim Ep 4 
{+0 


pour tout champ vectoriel X € aë&. [On rappelle (voir leçon 111.17) 
que le symbole ®*X, avec À un champ vectoriel sur la variété diffé- 
rentiable ? et q un difféomorphisme quelconque 2 —- Z', désigne 
le champ vectoriel sur 2 défini par la formule (®g*X), = (dp);" Xotp 


pEZ] 
Soit, en particulier, À = B*, où BEg. Ona 


X pexp tA — (dL exp tA)eB, 
donc 
(CR éxp tAX )p — (dRxp tA)p' (dL exp 14)eB = d (Rexp tA © Lp exp tA)eB, 
D'autre part, 
(Rp tA © L) exptA) TZ = P (exp tA) x (exp (— tÀ)) = 
— pP (intexp tA ZT) = (Lp ° intexp ta) Z 
pour tout point x € &, si bien que 
Rex (A° Lh exp {A — Ly o inlecptA 

et 
d (Rexp tA° Lp exp tA)e — (dLphe od (intexp tA )e — 

= (d Lp}e o Ad (exp tA) = (dLp)e selad À 


(par définition, Ad a = d (int,). pour tout élément a € 8 et Ad a = 
— ead À ]orsque a = exp À ; voir formule (17) de la leçon 14). 
Par conséquent, 


(Rkpt4B#)p) — By = [(dLp)e o (et24 À — id)] B 
et, partant (voir formules (21) et (15) de la leçon 14), 


tad À _ id 


14%, B# = (dLpe lim ©" B = (dLy)e (ad 4) B = 


—(dLy).[4, B]=[4, BY. 
Cela signifie que 
(22) [A#, B#] = 14, BJ# 


pour n'importe quels vecteurs À, B €9g, i.e. l'application linéaire (20) 
est un homomorphisme d'algèbres de Lie (qui plonge monomorphi- 
quement l'algèbre de Lie g dans l'algèbre de Lie aë). 
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* + + 


Une forme différentielle w de degré r => 0 sur la variété 6 est dite 
horizontale si, pour tout point p € &, la fonctionnelle multilinéaire 
wo sur T6 est telle que 


Op (43, -.., À4,) = 0 


Jorsque l'un au moins des vecteurs 4,,..., 4, est vertical. 

L'affirmation du problème 13 entraîne de suite qu'une forme 
différentielle w de degré r > 0 sur & est horizontale si et seulement si la 
forme A* _j w© de degré r — 1 (voir leçon 111.18) vérifie l'égalité 


(23) A# jo —=0 
pour tout élément À € 39. 
En particulier, une forme différentielle linéaire À sur & est horizon- 


tale si et seulement si, pour tout À € g, la fonction 0 (A+) sur € est 
identiquement nulle: 


(24) 0 (4#) = 0. 


On note que /a forme n*u sur € est horizontale pour toute forme x 
sur 


Problème 15 (suite du problème 14). Soit & = (&, n, 8) un fibré des 
repères. Montrer que la forme linéaire 8 sur & est horizontale si et seulement si 
elle s'écrit 


(25) 6 = £Rk dzÀ 
(avec gn, k = 1, ..., m, des fonctions sur Eu) dans chaque carte (Sur 4h). 
Ce résultat prouve en particulier que les formes horizontales sur & 


peuvent en général être autres que x“*a. (Une forme (25) s'écrit n*œ 
si et seulement si les fonctions g, sont constantes sur les fibres.) 


*X *%  * 


Avant de passer aux champs de sous-espaces horizontaux, nous 
allons améliorer un peu notre formalisme. 

Soient Zune variété différentiable, et 7” un espace vectoriel. 

Définition 2. On suppose qu'il correspond à chaque point p € 
et à chaque vecteur 4,, ..., 4, ET ,® le vecteur 


(26) @p (Au +. À) 
de 7°. La fonction 
Oo: (p, ÀA,,..., À) — Gp (43, ..., À,) 
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est la forme différentielle de degré r sur ' à valeurs dans Ÿ°' si, pour 
toute fonctionnelle linéaire L:7 — 28 , la fonction 


(27) low: (p, Au ..., A) l'(wp (41, +. ., À;)) 


est une forme différentielle différentiable ordinaire de degré r sur 
(à valeurs dans R), (i.e. c'est, pour tout point p E 4’, une fonction- 
nelle multilinéaire de degré r sur T,@ qui dépend différentiable- 
ment de p). 
Si l'on choisit une base e,,...,e, dans 7”, alors chaque forme w 
définit n7 formes usuelles 
ol —elo@,..., ©" = e"o 6, 


où e!,..., e" sont les vecteurs de la base duale de l'espace des fonc- 


tionnelles linéaires 7°* (qui vérifient la relation ei (e;) — 6;). Le 
développement du vecteur (26) suivant les vecteurs de la base e,,... 
., En S’écrit alors 


(28) 0 (4, EE À;) — oÿ (4:, 1 À;) Ei; L = 1, se. À 


Conformément aux notations générales de la théorie des fonctions, 
on aurait au lieu de (28) 


(29) © — o'ey, 
mais on utilise d'ordinaire le signe ©: 
(30) o = oi @e:. 


Les problèmes ci-dessous montrent que nous avons Île droit de 
le faire. 


Problème 16. Montrer que les formes différentielles de degré r sur 4 à 
valeurs dans %° sont exactement les sections du fibré Hom (ATTo:, Bye), avec 
CP le fibré trivial (4 X #, n, À). 

Problème 17. Montrer que quels que soient les fibrés vectoriels Ë et n, 
le fibré Hom (E, D) est canoniquement isomorphe au fibré E* @ n. {/ndication. 
Il ne faut pas oublier que l'espace vectoriel Hom (#°, Ÿ°) est canoniquement 
isomorphe à l'espace vectoriel 3f°* @ 7° quels que soient 7” et #°. Utiliser de 
plus l'affirmation du problème 14 de la leçon 12.] 

En particulier, Hom (Arr 07) = ATTY @ n. (On rappelle l'égalité 
Aré* — (ATE +. 

Problème 18. Montrer que chaque section du fibré At. @ Dh admet une 
représentation unique œf ® e;, où wi, 1<i<n, sont les sections de Art 
(formes différentielles de degré r sur %) et e,, 1 < i < n, les sections de 0 
définies par 

e (p) = (p, &), PEX, 
€;, 1 <Si< n, du second membre étant les vecteurs de la base donnée de À. 
[Zndication. Voir problème 12 de la leçon 12.] 


Ainsi, passer de la formule (29) à la formule (30), c'est passer des sections du 
fibré Hom (Art, 0.) à celles du fibré Arr% @ 04 qui lui est isomorphe. 
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Le résultat du problème 17 aidant, on peut poursuivre les généra- 
lisations, à savoir on introduit pour tout fibré vectoriel n sur Z’ les 
sections de 

Homn (At, n)=A"1%@n 


(formes différentielles à valeurs dans n). [Nous les avons en fait rencon- 
trées pour r = 1 dans la leçon 13 en tant que valeurs de l'opérateur 
dérivation covariante V.| 

Plus généralement, on considère pour tout r > 0 et tout s> 0 


(voir exemple 8 de la leçon 12) les sections du fibré 15.7 @ n (champs 
tensoriels de type (r, s) à valeurs dans 1). 


Problème 19. Montrer que quels que soient les fibrés vectoriels £ et n 
sur €, on a les isomorphismes naturels 


Hom (6, n) — Hom (n°, 6°), (E @ n)° = n° © $*. 
Il en résulte en particulier que (t£4)* = 1? et 
(31) TA ®@ n = Hom (ri, 1) = Hom (n°, 1,4). 


Aussi, on considère Îles sections de chacun des fibrés (31) comme champs ten- 
soriels de type (r, s) sur À à valeurs dans n. 


On pourrait certes interpréter (30) comme une simple variante 
graphique de la formule (29), donc (en imitant cette dernière) comme 
(28) mise sous forme conventionnelle abrégée. Dans ce cas, les 
formes w!, ..., w" s'appellent coordonnées dans la base e,, ..., e, 
de la forme u à valeurs dans Ÿ°. Dans tout changement de 
base, elles subissent la même transformation que les coordonnées 
des vecteurs de 7°. 

Quels que soient les champs vectoriels X,,..., À, sur 2”, chaque 
forme différentielle w de degré r à valeurs dans 7” définit par la for- 
mule 


@ (À, ..., À7) (p) = @, ((Xihps +. (Xr)n), PE, 
une fonction & (X,,..., XÀ,) sur Z' à valeurs dans 7” (qui est diffé. 
rentiable s'il en est de même pour les champs X,,..., X,et Ja for 
me &). 


Problème 20. Soit F32.2° l'espace vectoriel des fonctions diffé 


rentiables sur ° à valeurs dans 7”. Montrer que 
a. L'application 


(32) aTx...xaT + Fr, 
(Xi, ..., X,) > o(X;, .. X,), 


est antisymétrique et FZ-multilinéaire. 
b. Si la variété C'est séparée, alors la correspondance 


Jorme w = application (32) 
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définit une application isomorphe du F '-module des formes différen- 
tielles de degré r à valeurs dans Ÿ° sur le F Z'-module de toutes les appli- 
cations FŸ'-multilinéaires antisymétriques 


aZ XX... Xxaz — FT. 
(Cf. leçon 111.18) 


Problème 21. Enoncer et démontrer l'affirmation analogue pour les formes 
différentielles et les champs tensoriels à valeurs dans un fibré vectoriel arbitraire 
n sur LV. [/ndication. On aura ln au lieu de Ft .] 


On identifiera de règle la forme w et l'application (32) correspon- 
dante. 

Définition 3. On appelle différentielle extérieure de la forme (30), 
et on note dw, la forme 


(33) do = doi © e.. 


Problème 22. Montrer qu'il s’agit d’une définition intrinsèque, 
i.e. que la forme (33) ne dépend pas du choix de la base e,,..., eh. 
Problème 23. Montrer que s'agissant des formes à valeurs vecto- 
rielles, on a la proposition 2 de la leçon 111.19 (relativement à l'ac- 
tion naturelle des champs vectoriels X € «2 sur l'algèbre F 27). 


En particulier, 
(34) do (X, Y) = Xo (Y) — Yo (ZX) —ow [X, Y] 
si deg & = 1, et si deg w = 2, alors 
(35) do (X, Y, Z) = Xo (Y, Z) + Yo (Z, X) + Zo (X, Y) + 
+ o (X, (Y, Z)) + © (Y, [Z, X)) + © (Z, [X, Y1) 


pour les champs X, Y, ZE aZ° arbitraires. 
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Formes fondamentales et champs de sous-espaces horizontaux. — 
Connexions sur un fibré principal différentiable. — Projecteurs in- 
duits par les connexions. -- Champs vectoriels horizontaux. — Con- 
nexions sur les fibrés associés. — Connexions sur les fibrés vectoriels 
associés. 


Nous voulons appliquer les notions générales introduites dans les 
dernières pages de la leçon 16 au cas où 2’ est la variété totale & 
d'un $-fibré principal différentiable & = (6, x, æ) et l’espace 
vectoriel 7” représente l'espace tangent 8 = T,$ en e du groupe & 
(i.e. l'algèbre de Lie de £). 

Définition {. Une forme différentielle linéaire 0 sur 6 à valeurs 
dans g s'appelle forme fondamentale si l'on a en chaque point p€& 


(1) 6 (A#) (p) = À 


pour tout vecteur À € T,&. 
Exemple f. Comme gi(n:R) — Mat, (R}), les formes à valeurs 


dans 9 {(n:; R ) ne sont autres que les matrices © = || wf || à éléments 
les formes différentielles usuelles wi. En particulier, les formes 
linéaires à valeurs dans g{ (2: R) sont les matrices 6 = || 0; || 


dont les éléments sont les formes différentielles linéaires 8%, Dansla 
carte (&u, k) de la variété totale & du fibré des repères & de £, 
chaque forme 6; s'écrit 


0j — — ÿ  dcs + gi dz”, 


avec f} et g}: des fonctions sur & y. La valeur de gi sur le vecteur tan- 
gent (4, u) (on utilise les notations de la leçon 16) est égale à 


fai + gesu = Tr (F4) L Gu*, 


F; et Gz étant Il is I] et || gr || respectivement. En particulier, sa 


valeur sur un vecteur de la forme (AC, 0) est Tr (FS AC). Aussi, une 
forme 6 est fondamentale si et seulement si 


Tr (FŸAC) = a; 


pour toute matrice À = {| a} || (voir problème 14 de la leçon 16). 
Mais on établit facilement (le démontrer !) que les matrices F; possè- 
dent cette propriété si et seulement si F; IC = Ej,avec E; les unités 
matricielles (£° a tous ses éléments — 0, à l'exception de l'élément 
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à l'intersection de la i-ième ligne et de la j-ième colonne qui vaut 1), 
ie. si Fi — EC”! (donc fi} = ‘c}6!, 'c! étant les éléments de la ma- 
trice C1). Cela démontre qu'une forme 0 = || 6; [| sur un fibré des 
repères à valeurs dans gi (n; R ) est fondamentale si et seulement si ses 
composantes Bi s'écrivent dans chaque carte (&u, h) 


Bi "ci de; + gh dx”, 


1.8. si 
(2) 60 — C”' dC + Gr dr”, 
où dC est la matrice || dei || et G; = || gx I, ISA m. 


Chaque forme différentielle linéaire 0 à valeurs dans g définit 
par la formule . 


H» — {B € T6 ; 6 (3) = 0}; pE6, 


un eéhamp H de sous-espaces. Nous désignerons ce champ par le 
symbole Ann 6 et nous lui donnerons le nom d’annulateur de la 


jorme 0. 

On voit sans peine que l'annulateur H de chaque forme fondamentale 
0 estun champ de sous-espaces horizontaux. En effet, soient 6*,..., 6" 
les coordonnées de 6 dans une base e,, ..., e, de l’espace T,3. La 


formule (1) entraîne de suite que quels que soient les nombres c,,... 

. Cr, la Valeur de la forme c;0" sur le champ vectoriel A# est c (4), 
où c est un covecteur sur T,@ à coefficients c,,...,cA dans la base 
1, .. . En. Si l'on a c,0! = 0 en un point pE &, alors c (À) — 0 
pour tout vecteur À € T,@, donc c = 0, i.e. c, —0,...,c, = 0. 
Ainsi, les formes 0!,..., 0" sont linéairement indépendantes en tous les 
points p € 6. Puisque Ann 8 est évidemment égal à Ann (8!,..., 0"), 
cela prouve l'égalité 

dim H, =m 

pour tout point p € €. D’aucre part, on a (conformément à (1) et si B 
est un vecteur vertical quelconque en un point pE 6): 


8, (8) = 4; 


avec À un vecteur de T,@ tel que A = B. SiB€H;, on a donc 
A —0 et, partant, B = 0. Ainsi, 


T) b N = 0, 


ce qui implique T, 6 = T,7+ @ H, (puisque dim H,= m— 
— dim T,6 —dim T,#:). Par conséquent, H est un champ de sous- 
espaces horizontaux. 

Inversement, tout champ H de sous-espaces horizontaux est l'annula- 
teur de la forme fondamentale 6 unique à valeurs dans 9. En effet 
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si H — Ann Bet que 6 soit fondamentale, on a en chaque point pe & 
pour tout vecteur B € T,6: 


À étant un vecteur de T.é6 tel que AŸ — B", Ainsi, O6 est unique. 
Afin de démontrer l'existence, on définit 8 sur & par la formule (3). 


Vu que (AË) = Af pour tout À € T,S, la forme est fondamen- 
tale. De plus, 6, (B) = 0 si et seulement si BY — 0, i.e. si BE 
€ H,. Donc, H = Ann 6. CO 


+ + * 


L'action du groupe & sur la variété & étant différentiable, l'ap- 
plication 
R::68—+6, p-pa, peé, 
est un difféomorphisme pour tout a € &. 


Comme das le cas des fibrés des repères, nous dirons que le champ 
H de sous-espaces horizontaux défini sur 6 est équivariant si 


(4) dRo)pHy — Hya 
pour tout point p € 6 et tout a € 3 (cf. formule (8) de la leçon 16). 
Nous appellerons une fois de plus connexion un champ équivariant 


différentiable de sous-espaces horizontaux. (Cf. définition { de la 
leçon 16.) 


Problème 1. Montrer que le champ H de sous-espaces horizontaux est équi- 
variant (est une connexion) si et seulement si l'on a pour tout vecteur B € 
ET,& et tout a € $& l'une des égalités 


CARE" = (Ro) Be (Ra) BIT = (ARa)p B° 
(donc les deux). 


On rappelle (voir leçon 14) que chaque élément a du groupe de 
Lie & définit l'application linéaire 


Ad a:g—+g, 8 — TG, 


qui n'est autre que la différentielle au point e de l'automorphisme 
intérieur 
int, : SG, x axa l, x EG. 
Exemple 2. Pour toute matrice X € GL(n: à), l'automorphisme 


intx : A++ XAX-! est linéaire par rapport à À. Aussi, sa diffé- 
rentielle coïncide avec lui-même, si bien que 


(Ad X)C = XCX”1 
pour toute matrice C de g{ (n: R) = Mat, (À). 
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Une forme linéaire différentielle 6 sur € à valeur dans gest dite 
équivariante si 
R30 = (Ad a-t) 6 


pour tout élément a € $, i.e. si l’on a en chaque point p € & pour tout. 
vecteur B € T,6@ : 


Opa (Ro) B) — (Ad a”i) (8» (B)). 


Exemple 3. La forme (2) prend en p de coordonnées (C, x) sur 
B = (4, u) la valeur C-14 + Giu', avec G; — Gx (C, x). Aussi, la 
matrice (Ad X-1) (6, (B)) est égale à X-1 (C-14 + Gy ((A, x) u*))X 
pour toute À E GLi(n; 2) (voir exemple 2). D'autre part. 
(AR x)p B = (AX, u) (voir problème 5 de la leçon 16), donc 


Bpx (AR x) B) = (CX)AX + Gx (CX, x) u* 


(on rappelle que le point pX a les coordonnées (CX, x)). Par consé- 
quent, la forme (2) est équivariante si et seulement si 


X-1C-1AX + X-1G, (C, x) Xu* = X-1C1 AX + G,(CX, x) uà, 


i.e. si et seulement si 
X71G, (C, x) X = GCX, x), 1<k<L m, 


pour toute matrice À et toute matrice C de GL(n; X) (et x quel- 
conque). Mais on voit aisément (le prouver!) que les matrices G4 
vérifient cette condition si et seulement si 


Gx(C, x) = CT, 1<k<Em, 


l', = l', (x) étant des matrices dépendant de x seul (ï.e. elles ont pour 
éléments des fonctions du voisinage de coordonnées UE 7). Cela 
démontre que les formes fondamentales équivariantes sur les fibrés des 
repères s'écrivent sur chaque voisinage de coordonnées & y 


0 = C-1dC + C'loc, 


avec © = l',dr* une matrice des formes linéaires sur U. 

On note qu'il s'agit précisément des formes (12) de la leçon 16 
qui définissent les connexions sur les fibrés des repères. La coïnci- 
dence n'est pas fortuite. En effet, on montre sans peine que l'annula- 
teur H —= Ann 6 d'une forme fondamentale 6 est équivariant (est une 
connexion) si et seulement s'il en est de même de 6. En effet, si H est 
équivariant, on a pour tout vecteur B € T6 et tout a € & 


((ARa)p BI = (àRo)y BY 
(voir problème 1). D'autre part, on a par définition 


Opa ((ARc)}p B) = À, 
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où À est un vecteur de T,& tel que AË = [(dR,;), BI. Donc 
AË = (dR,)p BV = (dR)p AŸ, 


où À de T.£ présente la propriété: AF — BY, 
Problème 2. Démontrer que si 


Aa = (Rap AD 


alors À = (Ad a-1) À. (Indication. Par définition, (js) À = ÀŸ, 
où pt pr, sESG. Aussi, (djpaleA = Aÿa = (dRehpdp = 
— (dRo)p (d/p)e4 , ie. (djpa)eA = à (Ra © Jp)eA. D'autre part, 


Jpa o int: = ao Jp. ; 
Comme 6, (B) = À, il en résulte l'égalité 
8, ((dR:)pB) — (Ad a”) (8, (B)), 


i.e. l'équivariance de la forme 6. 
Inversement, si 0 est équivariante et 6, (B) = 0, alors 


Opa ((ARc)p B) = (Ad a) (89 (B)) = 0, 


donc (dR:)pB € Ha, Ce qui prouve l'inclusion (dR,), H5 € Hpa: Si 
l'on remplace p par paet a par a”, on a l'inclusion de sens contraire. 
Par conséquent, le champ }H est équivariant. O 

En résumé, on a la 

Proposition 1. 7! existe une correspondance biunivoque canonique 
entre les connexions H sur le 4-fibré principal & et les formes fondamen- 
tales équivariantes 6 sur la variété 6 à valeurs dans g. Ce faisant, il 
correspond à 6 la connexion H = Ann 8 et à la connexion H la for- 
me (3). DO | 

Définition 2. La forme 6 s'appelle forme de connexion H. 

On donne des fois le nom de connexion à 6 et non au champ H. 

Ainsi, les connexions sont définies sur les fibrés principaux diffé- 
rentiables en tant que champs de sous-espaces horizontaux et en tant 
que formes différentielles linéaires à valeurs dans g. 


À *%  * 


Les connexions se prêtent à d’autresdéfinitions. Chaque connexion 
H sur un fibré principal différentiable & = (8, x, Z) définit, 
par exemple, dans l'espace vectoriel aëé des champs vectoriels 
différentiables sur 6 l'opérateur linéaire 


H:06 — a, X —> XH, 


qui fait correspondre au champ vectoriel À € aë sa composante 
horizontale À. Cet opérateur 
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a) est un projecteur (i.e. 
H° = H); 

b) commute avec tous les opérateurs de la forme 722 (i.e. 
acH=Ho RG); 


c) annule tous les champs vectoriels verticaux: si le champ X 
est vertical, alors HX — 0. 

Problème 3. Montrer que fout opérateur H muni des propriétés a), b) et c) 
est engendré par une connexion unique. 

Ainsi, on identifie les connexions sur £ à ces opérateurs. 

On procède de même en ce qui concerne les connexions sur un fibré 


vectoriel & à condition de remplacer b) par la condition qui veu que 
H dépende linéairement (au sens évident) des coordonnées dans la 


fibre. 


* +  * 


Un champ vectoriel Y Ea£ tel que YH—#Y, ie. Y, € H 
pour tout point p € 6,est dit horizontal. Tous les champs horizon- 
taux forment le sous-espace Im Æ de l'espace vectoriel a@. 

Sur le sous-espace H,, l'application 

(dx)hp! T6—+ TP, bd = x (p), 
est un isomorphisme, si bien qu'il existe sur la variété &@ pour tout 
champ vectoriel X € aë& un champ vectoriel horizontal X tel que 


(Ax)»X = X;p pour tout point pE 6. 


X est le‘relèvement horizontal du champ X. 

Problème 4. Démontrer que Le champ X est différentiable dès 
qu'il en est de même de X. (Indication. Construire un champ différen- 
tiable Y E aë& tel que (dx), (Yp) = X xp en tout point pEËé, 
puis appliquer l'opérateur H.] 

Ainsi, la correspondance X ++ X est l'application (manifestement 
monomorphe et linéaire) a%—+ aë qui plonge a@ dans Im H. 

Problème 5. Démontrer que Le champ horizontal Y € a& est le 
relèvement horizontal X d'un champ X Ea® si etseulement si 


REY = Y 


pour tout a € G. 
Problème 6. Démontrer que pour tout vecteur horizontal À € 


€ T6, il existe un champ X E a@ tel que 
X; — À. 
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Problème 7. Démontrer que 
LX, Y]=IX, ÿ" 


quels que soient les champs X, Y € a. 
Proposition 2. Quels que soient l'élément À € g et le champ hori- 


zontal Ÿ Eaë&, le champ (A#, Ÿ] est horizontal. Si Y — X, alors 
[4#, Y) = 0. 

Démonstration. Conformément à la formule (21) de la 
leçon 16, | 


Mais il est clair que si Ÿ est horizontal, le champ AY l'est égale- 
ment pour n'importe quel a € $. Aussi, RéxptA Y — Y est hori- 
zontal, d'où la même propriété de [A#, Y]. 

Dans le cas où Ÿ -- X, on a Ÿ — RéxptaAŸ, donc [A%, Y] — 
=0. O0 


*% &k  * 


Le passage des connexions sur un fibré des repères aux connexions 
sur le fibré vectoriel correspondant (voir proposition 2 de la leçon 16) 
se transpose au cas général. 

Soient & — (6, x, #) un fibré principal différentiable quelcon- 
que, & son groupe de Lie structural et f une variété différentiable 
sur laquelle & opère différentiablement. On définit (voir leçon {) le 
fibré associé e (1 de fibre #. Les points de l’espace total & de 
817] sont par définition les orbites [p, zlg de l’action naturelle de & 
sur le produit direct 8 XF. 

Problème 8. Démontrer que le fibré & [F1] est différentiable et lo- 
calement trivial en tant que fibré différentiable (il admet un atlas tri- 
vialisant formé de trivialisations qui sont des difféomorphismes). 
Démontrer de plus que l'application canonique de passage au quotient 
EX F —+ 6 est différentiable. 

Aussi, on parle, au cas de & [4], des vecteurs verticaux et des 
champs de sous-espaces horizontaux. 

On attache à un point y € F quelconque l'application (manifeste- 
ment différentiable) 


(5) ly: 8—+ 8 
définie par la formule 
fy (p) = Îp, ylg, peë. 
Problème 9. Démontrer que l'égalité 


fy(b) = (4), p 166, y, 2€ F, 
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a lieu si et seulement S'il existe un élément a € $ tel que q = pa et 
y — az. 
En déduire que pour toute connexion H sur &, la formule 


(6) Hp = (dfy)pHps P=fy (ph PEG YEF, 


définit bien sur 6 un champ H : p > IT, de sous-espaces horizontaux. 
[Cf. leçon 16, démonstration de la proposition 2.] 

Les champs de la forme (6) sont les connexions sur & [F1]. Si 
4 — GL(n;R)etF — R", cette définition cadre (voir proposi- 
tion 2 de la leçon 16) avec la définition primitive des connexions sur 
les fibrés vectoriels (définition 3 de la leçon 10). 

On voudrait bien caractériser les champs (6) en termes de £ [F1] 
sans recourir au fibré principal £ (ce qu'on a justement fait dans la 
leçon 10 pour les connexions sur les fibrés vectoriels). La chose est 
possible si l'on utilise la (&, F)-structure sur & [7] (voir leçon 9). 
Que les lecteurs s’en occupent s'ils en ont le désir. 


&k  _* * 


Un cas particulier important est celui où la fibre lype # est l'es- 
pace vectoriel 7” et le groupe # opère linéairement sur 7”, i.e. il 
l'agit de la représentation linéaire 


a :Gÿr+ Aut 


de dans le groupe Aut 7° des automorphismes linéaires de 7”. 
Problème 10 (cf. exemple3 de la leçon 6). Démontrer que le fibré 
associé & [7°] est dans ce cas un fibré vectoriel. On le note & [œ] (et on 
désigne par 8 X Ÿ° son espace total & X 7°). 
œ 


Lorsque & — GL(n; R) et que E£ est le fibré des repères du 
fibré vectoriel £, on emploie la notation E [æ] au lieu de & [al. 
Si « = id,on a certes E [a] = E. 
Problème 11. On suppose que la représentation 
(7) a: GL(n; R)— GL(n; R) 
est définie par 
a(4A)=(4"})1, AEGL(n; R). 


Montrer que quel que soit le fibré vectoriel £, le fibré associé [a] est 

isomorphe à £* (E* étant un fibré vectoriel de fibres (FE)*, bEÿ; 

voir problème {1 de la leçon 12). (Zndication. L'isomorphisme Ë [æ«]-+ 

— £* établit la correspondance entre le point [p, yl de 8 xX R", où 
œ 


p—=(p,, ..., Pn) ES, et y = (Yu : . ., Un) ER (faites attention 
à la position des indices 1), et le point g — y,p' de l’espace 6* — 
— 8°" avec p', ..., p" une base de l'espace vectoriel (FË)* — 


= F} qui est la base duale de la base p,, . :., p\ de F$.] 
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Problème 12. (Généralisation du problème 11.) Soit 79° un espace de ten- 
seurs de type (r, s) sur l'espace vectoriel 7° (qui sont des fonctionnelles multi- 
linéaires de r vecteurs et s covecteurs; voir leçon 11.6). On choisit une base 
dans Ÿ°. Soit la représentation 

a:GLi(n; K)— Aut (777) 
ui établit une correspondance entre la matrice À € GL (n; K) cet l'opérateur 
linéaire a (A): T$Y° + Tr défini par la formule 
(œ (4) S) (Xus +. Xr, Et, ..., ES) S (AX1, ..., AXr, (A*)-I ET, ..., (A*)-1 Es), 
où À est l'opérateur 4° — 4° de matrice À. Montrer que pour tout fibré vectoriel E, 
le fibré associé E [a] est isomorphe au fibré T'£ (voir exemple 8 de la leçon 12), 


Soit donnée, sur le fibré vectoriel E£, la connexion H. Sur Île 
fibré principal des repères &, il lui correspond la connexion Z7 à la- 
quelle est attachée sur £ [xl -: E [«] une connexion J7 (al. 

ce définit Æ [œ] lorsque « est la représentation (7), si bien que 
Eu) = £*. 

Pour chaque base s — (s,,.. ., s,) du module l (Ë|4) sur le voisi- 
nage de coordonnées U trivialisant pour E, il existe la base duale c = 
= (cl, ...,c") du module l'(£*]y), qui jouit de la propriété sui- 
vante: les covecteurs ct (b), ..., c" (b) forment en tout point b EU 
une base de F5, duale de la base s (b) — (s, (b), ..., s, (b)) de 
Fr — Fr (Question. Pourquoi les sections cl, ..., c" du fibré 
Et], sont-elles différentiables ?) La bases (jointe à l'application de 
coordonnées UÙ—+ R") définit sur l'ensemble €y = U F4, 
bE U, les coordonnées ai, x}, où x! sont les coordonnées dans U du 
point b — x (p), p € Eu, et af celles du vecteur p € F4 dans la ba- 
se 8 (b). Quant à la base ce, elle définit sur 64 — U F5, bEU, les 
coordonnées «a;, x", les secondes étant celles de b — x (q), q € &v, 
dans lU et les premières les coordonnées du covecteur qg € F5 dans 
la base c (b). On calcule en coordonnées a;, x" les coefficients Ci: 
de A1* = H [a] à partir des coefficients li; en coordonnées ai, a* de 
la connexion 1. 

Par définition, À — Ann (8!,...,0")sur U, avec 

bi daf + Tia dr*. 
De même, Æ* — Ann (8,,...,4,) sur l/, avec 
(8) 6; =da;+Chaa;dz*, i=1,...,n, 
et le problème consiste à exprimer les fonctions C#; moyennant les 
fonctions Fz;. 

Si l’on conserve les notations de la leçon 16, chaque point p = 
= (D;, ..., Pn) de l’espace & s'écrit (A, x), où À est la matrice 
lai || des coordonnées dans la base s (b) des vecteurs p; € F,, b = 
= A (p) (si bien que p; == as; (b) pour tout i = 1, ...,n) et x est 


la ligne (r!, ..., x") des coordonnées du point b. En particulier, 
p, = S (b) est de la forme (Æ, x), E étant la matrice unité. 
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Le symbole analogue pour le vecteur 
i { Ô k {_Ô 
(5 } +4 r), 


de l'espace T8 est (C, u), avec C = || ci I, 1<i, j<Ln, et u = 
— (ul,...,u"), En vertu des développements de la leçon 16 (voir en 
particulier les formules (5) et (10) de la leçon mentionnée), une 
condition nécessaire et suffisante pour que le vecteur (C, u) € Thé 
soit dans H), p = (A, x), est 


C= ur, où Fi=|] Tina} |]. 
En particulier, les vecteurs (—F,, €), ..., (—F,, e») constituent. 
une base de H,. 
Quand p = p,, on en tire que 
(9) (—T, es); …. (—T ms Cm) OÙ l, = || l'a; Il, 
jorment une base de l'espace H,,. 


Etant donné l'identification du problème 7, l'application (5) 
s'écrit dans ce cas 


JE 6*, Y — (UE ss Yn) ER". 
Elle est définie par 


Î (p) — yip", 


où la base p',1<i< n, de F$ est la duale de la base p de l'espace 
Fo. Hs 'ensuit en particulier que le point fa (Po), a = (&,...,4) 
a les coordonnées a;, 2* (x* étant une fois de plus les coordonnées de 
b = x (Po)). 

Pour chaque point p E &w, la différentielle (df,), en p de l'appli- 
cation fy représente l'application linéaire T,6— T,é*, avec q — 
= fy (p) = yip'. Nous noterons par convention (c, u) (e = (c,,... 

., Cn), U = (u},...,u")) le vecteur 


L (ar), + ( D }, 
de l'espace T 


Problème fs. : Démontrer (cf. problème 5 de la leçon 16) que lors- 
que p — (4, x),on a 
(dfy)p (C, u) = (— y47" CAT, u) 
quel que soit le vecteur (C, u) € T6. [Zndication. 11 est bien connu 
que dA”1 — — 4-1444-1.] 


Lorsque p, — p et À -- E, il en résulte que l'application (df:)p, 
transforme les composantes (9) d’une base de H,, en les vecteurs 


(10) (ar 1: ei); 1 (al, Em); 
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i.e. pour un point q € Et de coordonnées ai, 2”, les vecteurs (10), où a — 
= (au. An) et La = |] Pas, 1< 4 m, constituent une base de 


Puisque les formes (8) prennent les valeurs a TA + Cia) sur les. 
vecteurs (10) et que ces valeurs doivent être nulles, il vient C&i — 
= O— Tia, 1.6. 

O=da—Tha, i=1,...,n. 
Ce résultat prouve que la connexion H* coïncide avec la connexion 


sur E* associée à la dérivation covariante V de la proposition 1 de la 
leçon 12. 


Problème 14. Montrer que les connexions associées aux dérivations cova- 
riantes de la proposition 2 de la leçon 12 ne sont autres que les connexions Æ [a] 
pour la représentation &« du problème 12. (Voir remarque 3 de la leçon 12.) 


Ainsi, les deux approches des connexions sur T;E conduisent au 
même résultat. 
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Transport parallèle le long d’une courbe. — Groupe d'holonomie et 
sa composante de l'unité. — Lemme sur la décomposition des lacets 
homotopes à zéro en produit de petits lassos. — Démonstration de la 
connexité du groupe d'holonomie restreint. — Isomorphisme de 
groupes d’holonomie en deux points distincts. — Dénombrabilité du 
groupe fondamental. — Théorème de réduction. — Démonstration de 
l'existence d’une connexion et des recouvrements trivialisations uni- 
verselles. — Espace affine des connexions. 


Analysons plus à fond les courbes horizontales introduites dans la 
leçon 11. 

Soit E — (6,x, #) un fibré vectoriel différentiable de rang » sur 
une variété séparée différentiable m-dimensionnelle  , et soit 77 
une connexion quelconque sur &. Soient ensuite u : [+ & une courbe 
différentiable de # d'origine b, € # , et p, un point de la variété & 
tel qüe x (po) = b,. Il est connu depuis la leçon 11 qu'on trouve 
dans @ une courbe horizontale unique v:1—+ @, relèvement de u, 
qui commence en p,. L'extrémité p, de v est dans la fibre F3, au-des- 
sus de l'extrémité b, de w, et la correspondance p, + p, définit l’ap- 
plication 


(1) IL, : Fo 7 Ft 


qui dépend de la courbe u seule. 

Définition 1. L'application (1) constitue le transport parallèle 
de la fibre 4, sur la fibre #,, le long de la courbe u. Si l’on s'en 
tient à cette définition, on dit des fois du vecteur p, = II, p,de l'es- 
pace vectoriel F,, qu'il est parallèle au vecteur p, le long de u. 

On note que le vecteur v (t) € Fu est par définition parallèle 
à p, quel que soit t € Z. On comprend désormais pourquoi la courbe v 
est également appelée champ de vecteurs parallèles sur uw (voir leçon 11). 

Remarque 1. S'agissant des fibrés vectoriels arbitraires le trans- 
port parallèle est à vrai dire un terme peu justifié. L'expression 
« transport horizontal » ne qualifierait-elle mieux l'application N,? 
On espère qu’à l'avenir on remédiera à cet état de choses, mais en 
attendant, il faut s’en accomoder. 

On suppose que le segment { — [a, b] est partagé en deux segments 
partiels 7, — [a, clet Z, — [c, b]. On définit pour toute courbe (dif- 
férentiable ou non) u:1—+ # les courbes u, = u |r, et u, = u |1,. 
Nous dirons de uw qu'elle est composée de u, et u,, ce qui se note u :-= 
= u,u,. (C'est un cas spécial de la relation do composition pour les 
chemins généralisés; voir leçon 3.) 

L'égalité u = u, ... um, m>2, admet une interprétation 
analogue. | 
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On conçoit que si une courbe différentiable w est composée de 
deux courbes u, et u, (nécessairement différentiables), alors 


(2) , = ol, u = uu, 


(c'est la même chose pour les facteurs en nombre quelconque). 
Siu=u...unetsiu,,..., Un Sont différentiables, la cour- 

be u est dite différentiable par morceaux (cf. leçon 3, définition d'un 

chemin différentiable par morceaux). On pose par définition pour ce 


(3) [L, — um 2... H,, U—= U ... Um. 


Problème 1. Démontrer que la définition (3) est intrinsèque, i.e. que 
l'application Il, ne dépend pas de la décomposition de la courbe u en 
produit de courbes différentiables w,, ..., u,,. {{[ndication. La for- 
mule (3) est juste pour w différentiable.] 

Problème 2. Montrer la validité de (2) pour u,, u, différentiables 
par morceaux (et la justesse de (3) pour u,, ..., u» différentiables 
par morceaux). 

[Bien que nous n'ayons en fait besoin que des courbes différen- 
tiables. le fait d'introduire la classe plus vaste de courbes différentia- 
bles par morceaux simplifie sensiblement de nombreux raisonnements. 
En effet, cela évite cette opération fastidieuse et pénible qu'est l’ar- 
rondissement des angles.] 

Nous dirons qu'une courbe u:1—+ # est contenue dans la carte 
(U,h) = {(U,z!,...,2")siu(t) EU pour tout t € Z. Cette courbe 
est déterminée -par les équations de la forme 


= m(t), 1SkLm, tEI, 


et son relèvement v : ]—+ & (si l’on suppose qu'outre qu'il est un voi- 
sinage de coordonnées, U estencore trivialisant) est défini de plus par 


(4) ai = ait}, 1<i<n, tEI. 


Ce faisant, si u (donc v) est différentiable, la courbe v est horizontale 
si et seulement si 


(5) ai(t)+ Th (x(t))af (2 (D) =0, 1SiSn, +EI 
(voir formules (3) de la leçon 11). 
Les équations (5) étant linéaires par rapport à a' (t), l'extrémité 


(vecteur) p, € FAT du chemin v (repérée dans la fibre Fr par les 
coordonnées a! (4), 1< i< n) dépend linéairement de l'origine (vec- 
teur) po € .Fb, de v, ce qui veut dire que le transport parallèle I, 
est l'application linéaire Fr + Fo. 

Si @ : [’—+ I est une fonction différentiable monotone à dérivée 
strictement positive (difféomorphisme conservant l'orientation) et 
que v : [+ 6 soit une courbe horizontale arbitraire soumise-aux con- 
ditions (5), la courbe v © @ : /°—+ € obtenue par un changement de 
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paramètre est définie par a — aï (œ (s)), 2° = z* (q (s)), s € l', où 
af (p(s)) + Th (x (p(s))) a (œ (s)) 2* (p(s))' = 
= ps) [af (t)+ Dh (x (t)) af (4) 2 (t)lem oc) = 0, 


et c'est donc un relèvement horizontal de la courbe u + @: 1—+> # due 
à un changement de paramètre. Il en découle que tout paramétrage 
de u:[— # conserve l'application Il. 

Ainsi, on suppose par exemple, sans restreindre la généralité, 
que 7 = 1, avec I — [0, 1] (i.e. la courbe u est un chemin). 

Si le difféomorphisme œ renverse l'orientation (en envoyant l'ori- 
gine de J” en l'extrémité de Z et l'extrémité de Z’ en l’origine de 1), 
la courbe ve @ reste un relèvement horizontal de u + @, mais cette 
dernière courbe joint le point b, au point b, (et v + @ joint p, à po). 
Aussi, Il, est un isomorphisme (qui admet l'application réciproque 


[wg). 
Vu la compacité du segment Z, toute courbe différentiable par 
morceaux us'écritu, ...un dont chaque facteur est différentiable 


et contenu dans une carte. L'application II, est donc en vertu de (3) 
l'isomorphisme F3,—> Fr, pour toute courbe différentiable par mor- 
ceaux u. 

On voit de plus qu'il existe pour toute courbe différentiable par mor- 
ceauxz u la formule 


I-1 — I;' ( 


où u”* désigne comme d'ordinaire la courbe parcourue dans le sens con- 
traire. 
+ * + 


Le cas particulièrement intéressant est celui où la courbe diffé- 
rentiable par morceaux u est un lacet au point b,, i.e. le cas de b, — 
— b,. L'application II, est en l'occurrence un automorphisme de 
l'espace vectoriel F, — F+, (opérateur linéaire non dégénéré), et 
tous les automorphismes II, forment un sous-groupe D — ® (b,) du 
groupe Aut F,(i.e. un sous-groupe du groupe GL (7; R) si l'on sup- 
pose qu'une base est choisie dans #,). 

On note que Il,p, — P, si et seulement si le relèvement horizontal 
v d'origine p, du lacet u est un lacet lui aussi. 

Définition 2. Le sous-groupe ® du groupe de Lie Aut F, (ou 
GL (n; R)) s'appelle groupe d'holonomie de la connexion H au 
point b,. 

Ce groupe ne dépend bien sûr que de la composante connexe con- 
tenant b, de la variété #. Aussi, on suppose # connexe sans nuire 
à la généralité de l'exposé. 

On rappelle (voir définition 1 de la leçon 3) que deux lacets u, : 1—+ 
—+ # etu, : 1 au point b, sont hkomotopes s'il existe une homotopie 
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qui les relie, i.e. s'il existe une application continue # : [°— & pour 
laquelle 


F (£, 0) = Uj (£), E(t, 1) = U; (t) 


et 


F0, TD=Fr({41, T0, 


quels que soient {, TE I. 
La formule 


us(t) = F(t, rt), tET, 


définit pour tout t € Z un lacet u,:1—> %#. On dit des lacets u., 
tr EI, qu'ils constituent l'homotopie F, et on identifie souvent la 
famille {fu} à 4. 

On a vu dans la leçon 3 que la relation d'homotopie des lacets est 
une relation d'équivalence. 

Une homotopie F est différentiable si c'est une application diffé- 
rentiable 1° #, et elle est différentiable par morceaux s'il existe 
une subdivision du carré 1° en des rectangles 7° X 1°, ['E 1,1" 
C 1, sur chacun desquels F est différentiable, Les lacets reliés par 
une homotopie différentiable (resp. différentiable par morceaux) 
sont différentiablement (resp. différentiablement par morceaux) homo- 
topes. 


Problème 3. Démontrer que si deux lacets différentiables (resp. différentiables 
par morceaux) u, et u, sont homotopes, ils le sont différentiablement (resp. diffé- 
rentiablement par morceaux). [Indication. Utiliser le théorème de Weierstrass sur 
l'approximation des fonctions continues par les polynômes. Cf. proposition 2 
de Ja leçon III.26.] 


Un lacet uw est homotope à zéro s'il existe une homotopie F qui 
relie & au lacet constant e&, : { ++ b,. Conformément au problème 3, 
Fest différentiable par morceaux si w l'est. 

Il est clair (voir leçon 3) que le lacet opposé à un lacet homotope 
à zéro est homotope à zéro, ainsi que tout lacet composé de lacets ayant 
cette propriété. Il en résulte que Les applications IL, associées aux lacets 
u homotopes à zéro constituent le sous-groupe ®, du groupe D. ®, s'ap- 
pelle groupe d'holonomie restreint de la connexion Æ au point b,. 

Proposition 1. Le groupe D possède une structure naturelle de groupe 
de Lie par rapport à laquelle il est un sous-groupe de Lie du groupe de 
Lie Aut F, et legroupeD, est la composante de l'unité de D. Si la va- 
riélé 57 vérifie le deuxième axiome de dénombrabilité, cette structure 
différentiable sur D est la plus faible (donc unique). 

Démonstration. On démontrera plus bas le 

Lemme 1. On relie chaque élément a — T1, du groupe D, à l'unité 
par un chemin différentiable du groupe de Lie Aut F,, qui est entière- 
ment dans ®.. 
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Remarque 2. Les lacets u, constituant l'homotopie F qui relie 
le lacet w à un lacet constant définissent un chemin de ®,: 


(6) Nrit ll, Tel. 


Ce chemin joint l'élément a à l'application identique (unité de ,). 
On a donc le lemme sous la condition suffisante que l'application Tr 
soit pour F différentiable un chemin différentiable de Aut F,. Mais 
cette façon d'agir a beau être naturelle, elle se heurte à certaines dif- 
ficultés, si bien qu'on construira un chemin Il; (en fait le même) 
par un autre procédé qui en assure trivialement la différentiabilité. 

Le lemme 1 signifie que le sous-groupe ®, satisfait aux conditions 
de la proposition 2 de la leçon 15. Selon cette proposition, il est donc 
muni de la topologie la plus faible qui en fait un sous-groupe de Lie 
connexe du groupe de Lie Aut f,. Aussi, D est un sous-groupe de Lie 
avec D, pour composante de l'unité par rapport à la structure diffé- 
rentiable pour laquelle toutes les classes aD, sont les composantes 
connexes (voir démonstration du théorème 2 de la leçon 15). Ainsi. 
on a la première affirmation de la proposition f. 

En vertu du théorème mentionné, il suffit de démontrer, pour avoir 
la seconde affirmation, que si la variété @ vérifie le deuxième axio- 
me de dénombrabilité, le groupe quotient D/®, est dénombrable (ou fini). 
Soit 1 (®, b.) le groupe fondamental de % au point b,. Le pro- 
blème 3 entraîne que chaque élément & € x, (7 ,b,) contient un lacet 
différentiable par morceaux w (i.e. &« — [u]l). I], correspondant du 
groupe D est défini à un élément de ®, près, si bien que « > [I]. 
[T1,) étant la classe de I, suivant ®,, définit parfaitement une 
application 


(7) M (#, bo) —+ D/d.. 


Lemme 2. Pour toute variété connexe # vérifiant le deuxième axio- 
me de dénombrabilité (et pour tout point b, € $), le groupe n, (#, b;) 
est au plus dénombrable. 

Comme (7) est évidemment un épimorphisme, cela achève la dé- 
monstration de la proposition 1. D 


RS, 


On a besoin, pour démontrer le lemme 1, de l'information supplé- 
mentaire sur les lacets en général et, en particulier, sur les lacets 
homotopes à zéro. 

Un voisinage de coordonnées U de la variété # est dite sphérique 
s'il est difféomorphe à une boule ouverte de l’espace R7. Les voisi- 
nages sphériques constituent, c'est clair, une base des ouverts de #. 

Un asso à lacet v est par définition un lacet wvw”! en b,, où w est 
un chemin d'origine b, et v un lacet en b,, extrémité de w. 
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Un lacet u entièrement dans un voisinage sphérique est petit et 
on appelle petit un lasso wrw”' avec v petit. 

La connexité simple des boules (voir leçon 3) fait que chaque 
pelit lacet est homotope à zéro, si bien qu'il en est de même de tout 
petit lasso. 

Le lacet u,vv”!u, est le résultat d’une transformation élémentaire 
du lacet u,u,. Deux lacets sont dits combinatoirement équivalents si 
J'un s'obtient à partir de l’autre par un nombrefini de transformations 
élémentaires et de leurs inverses. (Autrement dit, on adjoint et 
on supprime les termes en vv”1.) 

Puisque Ils:-1 — I5', les lacets combinatoirement équivalents 
définissent un même élément Il, du groupe D. 

Soit, dans le plan R?, le carré Q, de sommets aux points (0, 0), 
(0, 2N), (2, Ojet (2°, 2N). Les droites parallèles aux axes parta- 
gent QYx en 22N carrés d'aire unité. La frontière de chaque carré 
partiel parcourue dans le sens contraire aux aiguilles d'une montre 
plus une ligne brisée joignant le sommet (0, 0) de Q x à un sommet. 
du carré considéré définissent un lasso de Q, dont nous dirons qu'il 
cst élémentaire. 

Soit gx le lacet en (0, 0) obtenu quand on parcourt la frontière 
de Q ; dans le sens contraire aux aiguilles d’une montre. 

Lemme 3. Le lacet qx est combinatoirement équivalent au produit 
de lassos élémentaires. 

Démonstration. SiN — {,le lacet g est la ligne brisée 
1236987 4 1, où Î! est le point (0, 0) et 2 le point (1, 0) (voir 
(fig. 4)et il est combinatoirement équivalent au produit de lassos élé- 
mentaires 


à 12541 1452386541, 
(6) 1456985414 1458741. 


[Le lacet 1 2 5 4 1 n’est pas un lasso proprement dit, car le chemin w 
n'y figure pas. On en fait un lasso par l’adjonction du chemin { 2 1.] 
Supposons le lemme prouvé pour g; . L'homothétie de rapport 


2N- applique le carré Q, sur le carré Q, et envoie les carrés unités 
formant Q, en quatre carrés de côté 2N-1 formant Q x. Aussi, le lacet 
gx est combinatoirement équivalent au produit de quatre lassos 
homothétiques aux lassos (8) (on vient de le prouver). D'autre part, 
les lacets de ceux-ci sont combinatoirement équivalents par hypothè- 
se de récurrence au produit de lassos élémentaires (partant des points 
correspondants de Q ;). Or, si le lacet u du lasso wuw”? est combina- 
toirement équivalent au produit de lacets u,, . .., u,, alors wuw”! 
l'est automatiquement au produit de lacets 


(9) wuwT!, ,.., wunw”1, 
n 
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CHER EEE 


Décomposition du Lacet q: 
Fig. 4, 


et siu,,...,u, sont autant de lassos élémentaires (à l'extrémité du 
chemin w), les lacets (9) en sont d'autres (à l’origine de w). Cela prou- 
ve manifestement le lemme 3. [ 

Corollaire 1. Chaque lacet u homotope à zéro de la variété 8 est 
combinatoirement équivalent au produit de petits lassos. 

Démonstration. On suppose sans restreindre la généra- 
lité que l'homotopie F reliant le lacet à un lacet constant estune 
application Q,; —+ ®, NV étant un nombre quelconque donné à l'avan- 
ce. Si V est suffisamment important, chaque carré unité partiel de 
Q, est appliqué par F dans un voisinage sphérique de #, si bien que 
chaque lasso élémentaire est envoyé en un lasso petit de #. D'autre 
part F envoie par hypothèse le lacet frontière g, en un lacet produit 
de w et d’un lacet constant, qui est par conséquent combinatoire- 
ment équivalent à w. Ainsi, le lacet w est combinatoirement équiva- 
lent par le lemme 3 au produit de petits lassos. [] 


K XX + 


Le corollaire 1 implique que tout élément du groupe ®, est pro- 
duit d'éléments II, associés aux petits lassos u. Il suffit donc de 
démontrer le lemme { pour ces IL,. 

On affaiblit cette condition. 
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Soient b, et b, deux points de # reliés par le chemin w. Chaque 
lacet u, en à, définit le lacet (lasso) wu,w-* en b,, et chaque lacet u, 
en b, définit le lacet w”lu,w en b,, et ces correspondances sont réci- 

roquement inverses à l’équivalence combinatoire près. Aussi, elles 
induisent l'isomorphisme du groupe d’holonomie ® (b,) en b, sur le 
groupe d’holonomie ® (b,) en b,. Plus précisément, si l’on choisit des 
bases dans les espaces #4, et F,, et qu'on considère en conséquence 
les groupes ® (b,) et D (b,) comme sous-groupes du groupe GL (n;) 
cet isomorphisme est, on le voit aisément, l'application identique 
dans l'hypothèse où la base de F», est obtenue à partir de celle de ÿ», 
par le transport parallèle le long du chemin w. Si un élément du 
groupe ® (b,) (associé, disons, au lacet u) est joint à l'unité par un 
chemin différentiable (dans Aut #:,) tout entier dans ® (b,), l'élé- 
ment correspondant du groupe ® (b,) (associé au lasso à lacet u) 
est donc relié à l'unité par un chemin différentiable (dans Aut F:,) 
contenu dans ® (b,;). 

Par conséquent, il suffit de démontrer le lemme 1 pour a = I], 
associés aux petits lacets u (entièrement dans un voisinage sphéri- 
que U du point b;). 

Ces éléments sont susceptibles de la construction de la remarque 2. 

Démonstration du lemme {. On vient de démontrer que 
le lacet u peut être supposé (sans que cela nuise à la généralité) con- 
tenu tout entier dans un voisinage sphérique trivialisant U. 

Soient 2 = 2" (t),0S IS 1,k = 1,...,m, les équations para- 
métriques en coordonnées locales centrées en b, du lacet u, auquel cas 
les formules 


(10) = rt), OLt, 1<1, 1LkALm, 


définissent l’homotopie F: 1° % qui relie le lacet constant er: b, 
au lacet u. Les lacets u, correspondants sont donc définis par (10) 
{avec tx constant), et ils se relèvent par conséquent en les courbes (et 
non en les lacets!) v,: 1— € avec les équations paramétriques (10) 
et af = aï (t), ai (t) étant les solutions de 


ai(hæ+rTi(r(b)ai(t)zt(t)=0, i=1,...,n. 


Or, on connaît un théorème du cours d'équations différentielles qui 
dit que leurs solutions dépendent différentiablement du paramètre, 


si bien que a! (t) dépendent différentiablement de + (avec les condi- 
tions initiales données af (0) = at). C'est vrai en particulier pour les 
valeurs à l'extrémité a! (1). 

D'autre part, si a! sont les coordonnées du point p, € F,, les 
nombres af (1) sont par définition les coordonnées de Ils (po). Ce 


dernier point dépend donc différentiablement de +, i.e. il y a ditfé- 
rentiabilité de l'application F, X 1—+%, définie par (po, 7) — 


274 LEÇON 18 


—> I. (Po). Dans ce cas, on établit aisément (voir lemme 1 de la 
leçon 6) qu'il on est de même pour l'application t ++ IT, de 7 dans 
Aut #9, i.e. le chemin (6) est différentiable. O 


* + + 


Nous signalons qu'au cours de la démonstration du lemme 1, 
nous avons de plus prouvé que dans l'hypothèse de & connexe, les 
groupes d'holonomie ® (b,) et ® (b,) en b,, b, € # distincts sont 
isomorphes. L'isomorphisme ® (b,)—>- ® (b,) dépend du chemin w 
joignant b, à b,, et il est défini par la correspondance u ++ w7! uw, 
Si l’on choisit des bases de F,,, F4, (si bien qu'on regarde les grou- 
pes ® (b,), ® (b,) comme sous-groupes du groupe GL (n; X)) et 
que la base de #», s’obtienne de celle de F,, par transport parallèle 
le long du chemin w, cet isomorphisme est l'identité. Aussi est-il en 
tout cas l'application différentiable ® (b,)— D (b;) (on rappelle 
que chaque (D (b) possède la structure différentiable la plus faible), 
donc un difféomorphisme. Ainsi, on a prouvé que les groupes d'holo- 
nomie ® (b,) et D (b,) en b,, b, € distincts sont isomorphes en tant 
que groupes de Lie. 


Passons au lemme 2. 

Soit & une variété différentiable quelconque qui vérifie le deuxiè- 
me axiome de dénombrabilité, et. soit b, € #. 

Problème 4. Montrer que & remplit le deuxième axiome de dénom- 
brabilité si et seulement si elle admet un recouvrement ouvert dé- 
nombrable {U;} formé de voisinages sphériques U:. 

On rappelle qu'un sous-ensemble C d’un espace topologique # est 
partout dense (dans 8) si C = Ÿ. 

Problème 5. Montrer que toute variété % vérifiant le deuxième 
aziome de dénombrabilité contient un sous-ensemble dénombrable partout 
dense C. (Indication. Poser C = [JC:, avec C; un sous-ensemble 
de U; (voir problème 4) formé de points repérés par les coordonnées 
rationnelles.| 

On peut estimer sans restreindre la généralité que C contient le 
point b,. 

On fixe une fois pour toutes l’atlas dénombrable {(U;, h;)} et le 
sous-ensemble C et on dit qu'un chemin uw de est élémentaire si 

a) son origine et son extrémité sont dans C; 

b) le chemin u est entièrement dans un voisinage U,;; 

c) le chemin hk,;cu de l'espace R” est un segment rectiligne 
(paramétré de façon naturelle). 

Faute de mieux, un chemin composé de chemins élémentaires sera 
dit spécial, 
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La dénombrabilité de l'ensemble de tous les chemins spéciaux tom- 
be sous le sens. Aussi, il suffit de démontrer (pour avoir le résaltat 
du lemme 2) que chaque lacet en b, € # est homotope à un lacet spé- 
cial. 

La démonstration de cette affirmation doit être précédée d'une 
généralisation de la notion d'homotopie des chemins. 

Nous dirons d’une application continue arbitraire F: 1° # du 
carré 1? dans une variété (ou, plus généralement, dans un espace 
topologique) # qu'elle est une homotopie avec origine et extrémité 
libres. S'agissant d’une telle homotopie, les formules 


ut) =F(, 0), uwtt)=F(t, 1), tEL, 
UT =Fr(0,Tt), u(D=F(t,7t), Tel, 
définissent quatre chemins 
Ups Ur Cor D: 1 À. 


Nous dirons que l'homatopie F relie le chemin u, au chemin u, pour le 
chemin initial v, et le chemin terminal v.. 
On note que 


Uo (0) = 09 (0), vo (1) = (0), 
(11) a (= (0), à (t)=u (). 


Les homotopies au sens de la définition 1 de ia leçon 3 sont préci- 
sément les homotopies l avec v, et v, constants. 

Lemme 4. Un espace topologique connexe par arcs # est simplement 
connexe si et seulement si pour n'importe quels chemins us, u1, vo, 1 € # 
vérifiant les relations (11), il existe une homotopie F qui relie u, à u; 
pour le chemin initial v, et le chemin terminal v.. 

Démonstration. La connexité simple de # signifie par 
détinition qu'on trouve pour tout lacet u une homotopie F telle 
que u,—=u et les chemins u,, v, et v, soient constants. Par conséquent, 
l'hypothèse du lemme suffit pour que soit simplement connexe. 

On montre qu'il s’agit d’une condition nécessaire. 

Soient, dans un espace simplement connexe %, les chemins u,, 
U, Vo, V1 Satisfaisant aux conditions (11). La formule 


uo(t) si T=0, 
u(t) siTt=li, 
Colt) si t=0, 
Vi(t) si t—=îf 


JE, T)= 


définit bien une application continue f : 91° —+ & de la frontière 01? 
du carré 21° dans #, et le problème consiste à prolonger f à tout le 
carré 1°, i.e. on doit construire une application F: [?— & telle 
que Flo = f. 
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Problème 6. Construire une application continue @:1?— 1°? qui 

1° est un homéomorphisme de l'intérieur de 1° sur lui-même: 

2° applique le côté supérieur Z X 1 de 1° sur la frontière 01?: 

3° envoie les côtés restants de 1° en le point (0, O). 

Soit g l'application 01*—+ & qui est la composée de œ (plus pré- 
cisément de sa restriction @ |srr) et de l'application f. Elle définit 
sur tous les côtés de Z?, sauf le côté supéricur, des chemins constants 
et, sur Î X À, un lacet qui est (à un changement de paramètre près 
en général) le produit u,v,u;'v;'" des chemins u,, v,, u" et v;". 

L'espace # étant simplement connexe, le dernier lacet est homo- 
tope à zéro, si bien qu'on a l’homotopie G: 1? #, avec G lyrr = 
— g (qui prolonge l'application g). Comme les côtés de Z?, envoyés 
en un point par q le sont également par G, il existe une application 
(manifestement continue et unique) F : 1? —+ # telle que G = Fo 9. 
Dans ce cas, g — (For) o @, d'où F [ons = f par suite de l'égalité 
g = fo p, ce qui achève la démonstration du lemme 4. [ 

Corollaire 1. Un espace topologique connexe par arcs # est simple- 
ment connexe si el seulement si tous les chemins reliant un point b, 
quelconque de # à un point b, quelconque de À sont homotopes. 


Problème 7. Déduire ce corollaire des propriétés algébriques de la multi- 
plication des classes d'homotopie (voir leçon 3). 


Dans la leçon 3, on a introduit les opérations de multiplication 
des homotopies par rapport au premier ou au deuxième argument (voir 
formules (2) et (3) de la leçon citée). Ces opérations ont visiblement 
un sens (sous des conditions adéquates) pour les homotopies avec 
origine et extrémité libres. En particulier, le produit F#G de deux 
homotopies par rapport au deuxième argument est défini si et seule- 
ment si le chemin terminal de F coïncide avec le chemin initial de G, 
auquel cas FG est une homotopie dont le chemin initial est celui de F 
et dont le chemin terminal est celui de G. 

Fort de ces résultats, on passe directement à la 

Démonstration du lemme 2. Soit u un lacet quelconque 
de # au point b,. Il faut démontrer que w est homotope à un lacet 
spécial. 

Le caractère compact du segment J fait qu'il existe dans l’atlas 
dénombrable donné de & un système fini de cartes (U;,h;), 1<i< 
< N, tel que le lacet u s'écrive u, ...ux. où le chemin ; est tout 
entier, pour tout i — 1, ..., V, dans le voisinage sphérique l;. 
Soit b;_, l'origine de u; dont l'extrémité est donc b;. (Ainsi b, = b,,.) 

Comme b, EU, NU;:,, pour tout i =1,..., N — {et C'est 
un ensemble partout dense, on trouve pour tout i = 1,..., N —1 
un point c; € C appartenant à la composante connexe par arcs de 
U, A U;:, qui contient b,. (Sii —0et i = N, on exige de plus que 


Co —= CN = 0). 


Soit v, un chemin quelconque de U, NA ÜU;4, qui joint b, à c.. 
(sii=0eti = N, on assimile v, au chemin constant en b,.) 


Puisque ci, x EU, i=1,...,N,on définit dans U, le che- 
min élémentaire w, joignant c;.1 à ci. 
Quel que soit à = 1, ..., N, les chemins u;, wi_1, vi, v, sont 


entièrement dans l'ensemble simplement connexe U; et vérifient 
évidemment les conditions du lemme 4. Aussi, il existe par ce lem- 
me (dans U;, donc dans #) une homotopie F; qui relie u; à w; pour 
Je chemin initial v;_, et le chemin terminal v;, auquel cas l’homoto- 
pie F, ... F\ est définie, elle relie le lacet u — u, ...ux au 
lacet spécial w — w, ... wy et constitue (en raison du choix des 
chemins v, et v,) une homotopie avec origine et extrémité fixes. 
Ainsi, le lacet uw est homotope au lacet spécial w. 


*X + * 


Le rôle que les groupes d'holonomie jouent en théorie des fibrés 
vectoriels est déterminé pour beaucoup par le 

Théorème 1. (Théorème de réduction.) Tout fibré vectoriel E — 
= (6€, x, ®) admettant une connexion à groupe d'holonomie D est ré- 
ductible au groupe ® (considéré comme un sous-groupe de GL (n; R)). 

Démonstration. Soit U un voisinage sphérique quelcon- 
que dans la variété #, et soient b” son centre, et p” une base de 
l'espace vectoriel Fu. On désigne par wŸ, bE U quelconque, le 


chemin élémentaire de U qui joint b! à b, par 1% le transport pa- 
rallèle correspondant Fu — F, et par s (b) = (s, (b), . .., sh (b)) 


la base I? pl de l'espace vectoriel F,, b € U (si bien que s (b?) — 
L 


— 
— 


Problème 8. Démontrer que la base s (b) dépend différentiable- 
ment de b, i.e. que les sections s,: b ++ 5; (b), i = 1, ..., n, appar- 
tiennent à JV (Ë y) (et constituent donc une base de ce FU-module). 
Il s'ensuit que la formule 


Pi (b, a) = aïs; (b), bEU, a = (a, ..., a") ER", 
définit une trivialisation différentiable 
(12) QU X R° —+ Eu 


du fibré £ au-dessus de U. [On souligne la dépendance de cette tri” 
vialisation vis-à-vis du choix de p°.] 

Si l'on veut employer un procédé uniforme pour choisir les ba- 
ses pl pour tous les voisinages U, on doit se rappeler qu'on a fixé 
dans & un point b, (par rapport auquel on définit le groupe d’holo- 
nomie D). On en tient compte et on prend dans l'espace vectoriel 
Fo = Fr, une base p, quelconque (et on définit par là même le 
groupe ® en tant que sous-groupe du groupe GL (7 ; R)). On choisit 
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pour chaque voisinage de coordonnées sphérique U un chemin uw € 
€ @ reliant le point b, au centre b” de U et on adopte en qualité 
de pV le résultat Il,p, du transport parallèle de p, le long du che- 
min v — uw, 

Ainsi, on a construit une trivialisation (12) au-dessus de chaque 
voisinage sphérique U de , i.e. on a obtenu un atlas trivialisant 
du fibré £. [Cet atlas ne dépend que de la base p, de F, et des cho- 
mins vw joignant b, aux centres b! des voisinages U.] 

Soient U;, et U, deux voisinages sphériques, U, NN UV, Æ @. 
, et à: deux trivialisations (12) correspondantes, et @,, l'applica- 
tion de transition U, fN ÜU, — GL (n; R). On identifie à l'aide de 
Po le groupe GL (n; R) au groupe Aut F,, et on peut affirmer que 


Pa: Vi NU, —+ Aut F,, 


i.e. que Ps: (b): Fo —+ Fo pour tout point bE U, N L.. 
Parcillement, on dit que les applications @,.# et @, » (pour les 
points b de U, et U, respectivement) opèrent de F, dans F,: 


P A 
1b 2.0 , 
Fo —— Fb —— F o- 


Mais on obtient de suite par définition: 


Pi, b — ls ° Iu, — uiUr 


U2 _ 
Pa. = Île ‘us busus 
donc 


1 
Pa () = pre pie = reuee ui: = IL,, 


où w est le lacet vUuwUi (Gwobz)"1 (uU2)"1 au point b. 

Ainsi, l'application de transition œ,, prend ses valeurs dans le 
sous-groupe D du groupe Aut F4.. 

Cela signifie par définition que le cocycle matriciel @ associé à 
l'atlas trivialisant construit est un cocycle sur ®. Par conséquent, 
le fibré vectoriel E se réduit au groupe ® (voir définition 1 de Ja le- 
çon 7). [) 


*k *X  * 


On: note que nous avons démontré sans s’y arrêter le résultat 
suivant: le fibré vectoriel E est trivialisable au-dessus de chaque voisi- 
nage sphérique de la variété . 

Cette affirmation s'appuie visiblement sur l'existence d'une 
connexion À sur E£. Il paraît donc nécessaire de voir les conditions 
sous lesquelles il existe sur £ au moins une connexion. On utilise à 
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cet effet la correspondance biunivoque (voir leçon 12) entre les 
connexions et les dérivations covariantes : 


(13) V:TET(r%y ®E). 


Soit E l'espace vectoriel (voire un F#-module) de toutes les 
applications f-linéaires l'E— l'(rg @E), et soit V son sous- 
espace (un F@-sous-module) des applications F#-linéaires. L'en- 
semble D de toutes les dérivations covariantes (13) est dans E sans 
en être un sous-espace (ne serait-ce que parce que la somme V,+ V, de 
deux dérivations de D n'est manifestement pas dans D). Mais on 
établit immédiatement que quelles que soient V, et V, et la fonction 
fE F#, l'application 


(14) V=(—}f)Vi + {Va 


est encore une dérivation. 
Il ya plus. Si {n.,} est une partition de l'unité arbitraire (voir 
leçon III.22), alors l'application 


(15) V= 2 Na Va 


(qui a un sens puisque {n,} est localement finie) est une dérivation 
pour toute famille {VQ} de dérivations. Si la partition de l'unité 
{na} est subordonnée au recouvrement {U,}, l'application (15) 
est évidemment définie (et elle est une dérivation) même si chaque 
Va n'est définie que sur UV, (pour le fibré £ lu). 

On voit d'ailleurs que si & [u, est trivial, il existe nécessaire- 
ment au moins une dérivation V, sur U,. Aussi, il existe sur 
tout entière la dérivation (15), d'où l'existence de la connexion cor- 
respondante. Nous avons donc établi la 

Proposition 2. Sur chaque fibré vectoriel différentiable numérotable 
ë (voir leçon 7), il existe au moins une connexion. 

À vrai dire, nous avons pu (et dû) énoncer et prouver cette affir- 
mation dès la leçon 13. Si nous ne l'avons pas fait en temps et lieu, 
c'est qu'elle n'entraîne que maintenant les résultats significatifs 
suivants. 

Corollaire 1. Chaque fibré vectoriel différentiable & — (&, n, @) 
sur une variété paracompacte $ admet au moins une connexion. 

Corollaire 2. Chaque fibré vectoriel différentiable & — (&, x, æ) 
sur une variété paracompacte 8 est trivialisable au-dessus de tout voi- 
sinage sphérique U. 

Autrement dit, chaque recouvrement Ù = {U,} de # formé 
de voisinages sphériques constitue un recouvrement trivialisation 
universelle (voir remarque 4 de la leçon 6). 


3° 
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L'ensemble de dérivations (= connexions) de la forme (14) admet 
une interprétation intéressante du point de vue de la théorie géné- 
rale des espaces affines. 

On rappelle (voir définition 3 de la leçon I.4) qu'un ensemble 
(non vide!) .4 s'appelle espace affine attaché à l'espare vectoriel 7° 
si l’on à l'application 


(16) Æ X AT, (A4, B) -+AB, 


telle que 
a) pour tout vecteur a € 7° et tout point À € .4, il existe un 


—} 
seul point B pour lequel AB = a; 
b) quels que soient les points À, B, C E 4, on a l'égalité 


AB + BC = AC. 


Chose importante, cette définition n'utilise aucunement l'opé- 
ration de division dans le corps de base K, si bien qu'elle a égale- 
ment un sens si Ÿ° n'est pas un espace vectoriel, mais un module sur 
un anneau K 

S'agissant de l’ensemble D, l'anneau * est l'anneau des fonc- 
tions F#, le rôle du module 7° incombe au sous-module H, et 
l'application (16) est définie par la formule 


(Va Va) Las Va — Vi ViVo € D. 


[On a V, — V, EH puisque les termes Xf:s se simplifient quand 
on fait la différence de deux formules de Leibniz pour V, (fs) et 
V. (fs). L'axiome b) se ramène à l'identité triviale 


Va — Vi — (V3 — Vo) + (Va — Vi): 


et l'axiome a) à l'affirmation: pour toute dérivation V et toute 
application F#-linéaire Ô € H, l'application V + Ô est une déri- 
vation (vérification automatique).] 

Ainsi, l'ensemble D de toutes les dérivations covariantes (ou, ce qui 
revient au même, de toutes les connexions) sur un fibré vectoriel diffé- 
rentiable E = (6, n, #) est (quand il n'est pas vide) un espace affine 
attaché au F@-module H. 

Si l’on adopte ce point de vue, l’ensemble des dérivations (14) 
n'est autre qu’une droite dans l'espace affine D. 
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Calcul du transport parallèle le long d'un lacet. — Opérateur courbure 
en un point donné. — Transport d'un vecteur le long d'un parallélo- 

ramme infinitésimal. — Tenseur de courbure. — Formule pour trans- 
former les composantes du tenseur de courbure. — Opérateur courbu- 
re exprimé par les dérivées covariantes. — Equation de structure 
d'Elie Cartan. — Identité de Bianchi. 


Soit £E — (6, x, &) un fibré vectoriel différentiable de rang nr 
sur une variété # de dimension m où l'on a choisi un point b,, et 
soit H une connexion sur £. Chaque lacet différentiable u: [1 + 
au point b, définit l'application (voir leçon 18) 


I,: Fo— Fo Fo = Fbe 


qui est l'identité pour uw constant. 

On fixe une fois pour toutes le voisinage de coordonnées triviali- 
sant U du point b, de , les coordonnées x', . .., x” dans U qui 
sont centrées en b, et la trivialisation s = (s,, . .., s,) du fibré E 
au-dessus de U (i.e. une base du F #-module l'E sur U). Tout lacet 
u entièrement intérieur à ÜU a pour équation paramétrique vecto- 
rielle 


(1) x=x(t), 0<i<1, 


où xt) = (x! (t), ..., x" (t)) est une fonction vecteur différentia- 
ble telle que x (0) — 0, x (1)}—0 et l'application I, envoie le 
point po € Fo de coordonnées a, = (ai, ..., a?) dans la bases (b,) 
de l’espace vectoriel F, en le point p, = I1,,p, dont les coordonnées 
dans la même base sont a, = (a! (1), ..., a" (1). af (1), 1<i<n, 
sont les valeurs des fonctions a! (t),1<i<n,t = {, solutions des 
équations différentielles 
(2) ai (#) + Trj(x (0) (D a (D = 0, i=1,...,n, 
avec les conditions initiales af (0) = ai, 1<i<n. (Il est en 
particulier immédiat que l'application Il, est linéaire et bijective, 
i.e. c'est un opérateur linéaire non dégénéré sur %,; cf. leçon 18.) 
Il y a avantage à remplacer les équations différentielles (2) par 

les équations intégrales équivalentes | 

t 
(3) ai (= at— | LÉ, (x(t))z'(thai(t)dt, i=1, ...,n. 

0 
car on utilise dans ce cas la méthode des approximations successives. 
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On estime sans restreindre la généralité que la fermeture Ü de 


U est compacte, auquel cas les fonctions différentiables ri; sont 
bornées sur U, i.e. il existe une constante € => 0 telle que 


(4) ITil<C sur U 


pour tous les ë, j et k. 
Le lacet (1) est de dimension < s si 


(5) EAOIES 


quels que soient t, 0OSt<1Â, et À — 1, ..., m. 
On note que pour tout lacet pareil 


(6) EMUIES 
quels que soient ft, 0O<Lt<1, et k — 1, ..., m. 
En effet, 


|z* (8) =| a (al<( a (D dt<st<s 
0 0 


puisque zx* (0) = 0. 

Lemme 1. 71 existe des constantes C, et C, telles que les solutions 
at (t) des équations (3) admettent pour tout lacet différentiable (voire 
différentiable par morceaux) u de dimension < s l'estimation 


(7) jai (#)] Ce", 


avec n'importe quels t, 0OZSt<1,eti=1,...,n. 
Démonstration. Soit 


a (+= D) (a! (#))2. 
Alors 
a (8) à (= À af (Dai (= — À) Th (x (0) À (0 af (1) a 


donc 


n 


a(#la(yi<mCs 2, le (#) lai (I, 


avec C figurant dans (4). D'autre part, tout a et tout b positifs vé- 
rifient 


ab& + (a? +0?) 
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(parce que (a — b)* > 0), si bien que 


D laï()1 la (ST (> (ai ()2+ > (ai (#2) = na (1). 


4, j=1 i=1 
La simplification par a(t) donne 


la (HISCsa(t), où C,=nmC, 


dina(t 
EEK Css. 
Dans ce Cas, 


[in a (9) — In a (0)| =| ame ue ( 0 dr Cst, 
(9) ( 


donc 
a (t) <a (0) ect, 


ce qui prouve (7) vu que laï(t)|<a(t). O 

On fixe 5, > 0 et on suppose que 0 LS < 54. 

Corollaire 1. Zl existe une constante C telle qu'on ait pour tout 
lacet u de dimension <5$ 


(8) CAUIESA 


quels que soient t (0Ü<Lt<Li)eæti(i=1,...,n). 
Démonstration. Conformément à Ja formule (7), 


jai (Ces. D 


Avec ces résultats, on utilise la méthode des approximations 
successives pour lo système (3) et le lacet u de dimension <s. 

Première approximation. Les inégalités (4), (5) et (6) entraînent 
pour une constante C 


jaï(t)— ai <Cst, 


ai(t)=ai+0 (st), 
où O (st) est une fonction telle que le rapport 2e soit borné lors- 


que 0OLi<iet0<s<s. 
Deuxième approximation. La formule des accroissements finis de 
Lagrange et l'estimation (5) impliquent 


Ti; (x (£)) = Téÿ (0) + O (st), 
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TT, 


ri; (0) étant les valeurs de ri, au point b, (pour x—0). Aussi 
{ 


at(#= ai— | [Ts (0) 4-0 (st)]Laÿ + 0 (st)}z* (1) ar = 
0 


Î 
= ai Th (0) af | 2* (4) dt + O (st) 
0 


ai(t)= ai —T; (0) aÿz* (1) + 0 (21). 


Troisième approximation. La formule de Taylor avec reste et les 
inégalités (5) et (6) donnent 


a; (x (#)) = à; (0)+— Th (0) z' (£) +0 (s2t) 


(n'oublions pas que Ü est supposé | compact) Donc 
t 
ai(t)=ai— | Ur (O)+ Tu (0) x! «+0 (2) | x 


0 


X [a rh apart (t) + O (s2t)] 2* (t) dt = 


t 
— Ti; (0) ad" (4) + TA; (0) Dâg (0) ap | 27 (8) 2% () dt — 


ù 


on (0) ai gl (t)2À (t) dt + O(s5t), 
0 


i.e. 
ai(t)= ai—T};(0) air (t)+ 


+IrL O8 (0) — Tu 2 (0)| ai xl (t) xÀ (t) dt + O (s5t). 


0 


On n'a pas besoin des approximations suivantes. 
Comme x" (1) = O0, il en résulte pour t — Â avec les notations 
claires 
i 


(9) ai GD= a+ Tir ù L & ( zl(t)z*(t) dt. 
0 


PL 


Le calcul de l'intégrale du second membre exige qu'on soumette 
le lacet u à des conditions supplémentaires. 
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SR — 
Condition 1. Les fonctions (1) s'écrivent 

10) 2 (= (œ(t), BC), Oct, 

où les fonctions de deux variables z* (a, p) sont définies dans un 


voisinage V du point (0, 0) dans le plan R*° des «&, f. Ces fonctions 
sont telles que la matrice des dérivées partielles 


Th... TE 


(11) TB ... I 


au point (0, 0) soit de rang 2 et que 
(12) a=a(t), B—B(#), 0<I<I, 


définissent un lacet différentiable par morceaux y dans Y. 
Cela signifie que le lacet u est sur une surface élémentaire ré- 


gulière 


(13) t=2" (ce, B), (œ, ) eV. 
Puisque 
(14) Mat af, k=1,..., m 


(on omet les arguments afin de simplifier les formules; rà et zh 
sont les dérivées partielles), l'intégrale de (9) s'écrit comme intégra- 
le le long de la courbe y: 

i i 
(15) ( rlr* dt — xl (zha + r6f) dt — & zlai, da + x!rf df. 

0 0 Y , 

Condition 2. Les fonctions (12) (plus précisément, leurs dérivées" 

admettent les majorations 


a(NS-r, BOIS, 0<t<1, 


où 
(16) M = max max(|ré (a, B)| + [xs (æ, B)l), 
k  (E,n) 


(æ, B)EV, k=1, ..., m. 
Cette condition garantit l'estimation (5) (voir (14)). 
Condition 3. Le lacet u (ou, ce qui revient au même, le lacet ÿ' 
est une courbe simple fermée (elle ne se coupe pas). 
Il en résulte que y délimite un domaine G dans le plan des à, f 
Aussi on applique à l'intégrale de contour (15) la formule de Green, 
ce qui donne 


(17) \\ (LE 0 (x20) ] da df — \\ (zhzR — rèTh) da d$. 


da Op 
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D'autre part, la condition 2 entraîne (voir plus haut: on a dé. 
duit (6) à partir de (5)) que la courbe y et, partant, le domaine G 
sont entièrement dans Île carré 


$ s 
[æ| 7 » 11 Tr : 
L'aire de ce domaine est donc évaluée par 


dax df -=— cs? +0 (s3), 
G 


et l'intégrale étendue à G par rapport à f quelconque continue sur 
G par 
(18) | \ fdadB=cf(0, 0)s2+ 0 (55), 

G 


avec c un nombre (fonction de la forme de G). 

Condition 4. ce 0. 

Géométriquement, cela équivaut à dire que le domaine G n'est 
très aplati dans aucune direction. 

L'estimation (18) conduit pour l'intégrale (17) à l'égalité 


Î 
Ÿ sat at — stat. 0 (49) 
0 
où 
R R 
(19) xkl = (za x8 — zx) C. 


La substitution dans (9) fournit donc 


ri. 
ai(1)= ais? | TE _ TE | thlai + O (sè). 


Si l'on échange les indices muets X et !, cette égalité se récrit 
i 


or}, | 
at =at+ se] 1] rh rR,| Thai + O (ss). 
0 


ôxh 
Comme x = —x%!, si l'on fait la somme de deux dernières formu- 
les pour ensuite diviser par 2, on a finalement 
. 1 . i . 
(20) ai (1)= ai + st (RÎ, 10 had + O (9), 


(Ri. k1)o étant la valeur en b, de la fonction 
or; 


@1) Ru= + 


i 

or}; ri r? r' [?. 

— — + khp11j— 21 Ip"khj° 
dx! 


Regardons cette formule de plus près. 
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Les nombres (19) de (20) ne sont autres que les composantes du 
bivecteur (ex À xp)o. Ce bivecteur est, à un facteur c O0 près, 
le produit extérieur des vecteurs coordonnées x, et xg de la surface 
(12) au point (0, 0) et il est donc non nul conformément à la condi- 
tion imposée au rang de la matrice (11). Pour ne pas le rattacher 
outre mesure à la surface (12) (qui est en fait choisie au hasard), 
on va utiliser le symbole À À B, ces deux vecteurs quelconques de 
l'espace T»,%9 jouissant de la propriété: À AB = (ex, Axghs. Les 
composantes r*! seront désignées par (À A B)*!. Ainsi, 

k Al 


B*_B! 


avec À et B* les coordonnées des vecteurs À et B dans le système 
considéré de coordonnées locales. 
On pose 


(AA BY! = = A*B!'— A'B?, 


R(A, B)}= (Ra) (AA BY. 


(On note que cette formule a un sens pour tout À et tout B de T:,9.) 
On constate aisément que 


(22) R(A, B}}=(R}i n1)0 A B!. 


Puisque Ri x1= —Ri m et (AAB) = AB!— A!B*, on a effective- 
ment 


R;, RI (AB)! — R\ nA!B'—R; a1A'B* —= 
= Rj, n4*B'—R} mA4*B!= 2RÈ 14: 


(on écrit Rx au lieu de (RE u), pour alléger les formules: dans la 

suite, nous nous permettrons maintes fois ce manque de rigueur). 
La formule (20) se récrit 

(23) ai({)=oi—s2R (À, B)j ai +0 (s). 


Les nombres ai — a (0) sont par définition les coordonnées d'un 
vecteur p, € Fo et aï ({) représentent les composantes du vecteur 
H,p, obtenu par transport parallèle. Quant aux nombres (22), ils 
forment la matrice d'un opérateur linéaire À (4, B) qui transforme 
Po en R (4, B) p, à composantes R (4, Bjai. Ainsi, l'égalité (23) 
s'écrit sous forme vectorielle 
(23°) [LuPo = Po — SR (4, B) po + O (s°), 
et sous forme opératorielle 
(23°) Il, = id — $'R (A, B) + 0 (s°). 
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L'opérateur À (4, B) s'appelle opérateur courbure associé à À AB 
de la connexion À. 

On suppose donné, pour chaque s, 0 << s << s,, un lacet uw, de 
‘ dimension < s qui remplit les conditions 1 à 4, dépend différentiable- 
ment de s (i.e. les fonctions qui le définissent en coordonnées sont 
des fonctions différentiables de s) et est tel que le bivecteur À AB 
0 associé à u, soit le même pour tout s. La formule (23) entraîne, 
pour l'opérateur linéaire R (4, B), 
(24) R(A, B)= —_ lim 


s—+0 


Le second membre ne dépend pas du choix des coordonnées a!, ... 
..atetz!,...,z" (dès que les lacets u, vérifient les conditions 1 
à 4 par rapport à un système de coordonnées, ils les vérifient évidem- 
ment pour tout autre système), si bien que cela prouve (sous l'hy- 
pothèse que pour le bivecteur À AB il existe des lacets u,) que l'opé- 
rateur courbure 


(25) R (4, B): F5—+F 


LAB défini (il ne dépend que de la connexion Æ et du bivecteur 
À NB). 

Mais les lacets u,, 0  s< s,, existent-ils pour tout bivecteur 
AB 0? 

Il se trouve que 4 AB doit satisfaire à certaines conditions. 
Lesquelles ? 

Soient À et B deux vecteurs linéairement indépendants quel- 
conques de l’espace T:,%. On définit les fonctions x" (œ, fi) par la 
formule 


(26) 2 (a, B)—aA4* + BBF, k—1,...,m. 


Géométriquement, cela signifie que la surface élémentaire (13) est 
assimilée en coordonnées x!,..., x” à la surface de bivecteur direc- 
teur À À B. Le rôle des vecteurs coordonnées x, et x, est en l'oc- 
currence joué par À et B. Il leur correspond dans le plan des a, 
les vecteurs unités i — (1, O0) et j — (0, 1) portés par les axes de 
coordonnées. 

Soit, dans le plan considéré, le carré G, de côtés les vecteurs si, si 
(son aire est donc s°), et soit y, sa frontière parcourue dans le sens 
positif (i.e. dans le sens inverse des aiguilles d'une montre). Le la- 
cet u, de (13) associé au lacet y, vérifie évidemment les conditions f, 
3 et 4 (avec c — 1). Quant à la condition 2, les fonctions (12) 
s'écrivent pour y, 


a(t)=sy(t), BH =sy(1—1t), 0LI<, 
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où 
U, si 0OSt<1/4, 
1 si 1/4<t<A/2, 
VO = | 3 4 si 12<1<3/4, 
0 si 34<t<i, 


et elles vérifient donc les inégalités 


lu (1sAs, IB(IS4s. 
Aussi, la condition 2 est remplie pour 4 < 1, où 


(27) M == max (14°] + 8°). 

Ainsi, les lacets construits u, satisfont aux conditions 1 à 4 ot, 
partant, à l'égalité (24) si l'on a pour A et B l'estimation M < 1/4, 
‘ étant-le nombre'(27). Par conséquent, l'opérateur R (4, B) est 
bien défini pour ces À, B. 

Comme 


R (KA, B)=R(A, B) = AR (A, B) 


pour tout À ER, on voit.cependant que R (4, B) est bien défini 
pour tout À et tout B de T:,7. 
Si AAB=0,onaR (À, B) = 0 par définition. 


Uk X  * 


Géométriquement, chaque lacet u, est le périmètre du parallélo- 
gramme construit sur les vecteurs sA, sB. On en déduira en analyse 
classique que lorsqu'on effectue le transport parallèle d'un vecteur 
Po E Far, le long d'un parallélogramme infinitésimal défini par le bi- 
vecteur s? (A AB), p, acquiert un accroissement égal (à des infiniment 
petits d'ordre supérieur près) à —S'R (A, B) p.. 


+ XX * 


Soient X et Y deux champs vectoriels quelconques sur la variété 
8. On définit l'opérateur linéaire 


R(Xs Yo):Fr + Fo 


en chaque point b € #, donc le vecteur R (X,, Y:)s (b) € Fe pour 
chaque section s € l'E du fibré E. 
Aussi, 


[R(X, Y)sl(b) = R(X:, Yr)s(b), bE D, 
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définit sur # une section R (X,Y)sdu fibré £. Dans chaque carte, 
les coordonnées de À (X, Y})s sont données par la formule 


(28) [R(X, Y)sl = R$, mXNY si, 
d'où en particulier la propriété de différentiabilité de la section (elle 
appartient à l'E). Ainsi, on définit pour fout X et tout Ÿ de a@ 
l'application 
(29) R(X,Y): TÉ— TE 
du F#-module VE dans lui-même, et on constate aisément (moyen- 
nant (28), par exemple) que l'application (29) est F @-linéaire. 

Par conséquent, la correspondance (X, Y) > R (X, Y) déter- 
mine une application 


(30) R:68 x ag + End, LME 


du produit direct aZ X a@ dans le module Endr 3 l'E des appli- 
cations F#-linéaires l'E — TE, qui est évidemment linéaire (voire 
F@-linéaire) par rapport à chaque argument. 

On note que 
(31) R(Y,X)=—R(X, Fr) 
pour n'importe quels champs X, Y E a. 

L'application (29) est l'opérateur courbure attaché aux champs 
vectoriels X et Ÿ, et l'application (30) constitue, par suite des iden- 
tifications 
Endg g l'E — Hompæg (TE, l'E) — Mor (£, £) — 

= T'(Hom (€, Ë)) = l' (End £) 
(voir formule (19) de la leçon 12), l’application F#-linéaire 
(32) R:a8 x ag —+ T (End Ë). 
C'est donc (voir problème 21 de la leçon 16 et relation (31)) une 
forme différentielle de degré 2 (champ tensoriel antisymétrique de 
type (2, O)) sur # à valeurs dans le fibré vectoriel End E. Cette for- 
me différentielle (champ tensoriel) s'appelle tenseur de courbure de 


la connexion 1. 

On remarque que les sections du fibré End & =: £* @ Ë sont des 
champs de E-tenseurs de type (1, 1) sur #. 

Remarque 1. Il existe une autre définition du tenseur de courbu- 


re qui diffère de la nôtre par le signe. Quant aux notations, on en 
voit de très variées: Ru, Ron, Rx! etc., au lieu de Ri x em- 
ployée dans ce livre. 


Problème 1. Pour toute forme À sur 8 à valeurs dans End E et toute appli- 
cation différentiable f: 8’ —+ @, définir la forme f* A sur 8’ à valeurs dans 
End /*E et montrer que f*R est le tenseur de courbure de la connexion f*17, 
si À est celui de la connexion H. 


S'ULUUULE EVUIN LINAINDEURMEN LED LUMPFUDANLES VU 1ENSEUR 291 


* * * 


La formule (21) définit les fonctions différentiables Rin sur 
un voisinage de coordonnées trivialisant U quelconque. Ce sont les 
composantes du tenseur À sur U. 

Soient R;j: ww les composantes de À sur un voisinage analogue 
U'. On a sur l'intersection U f\ U' 

Ozh Ext ,,i 

Cr 

(nous utilisons les notations standard introduites dans la leçon 10; 
voir en particulier la formule (17) de la leçon citée). On démontre (33) 
par un calcul automatique à l’aide de la formule (17) de la leçon 10. 
Ce calcul étant fastidieux, on procédera autrement. (Mais les lec- 
teurs feront bien s'ils l’effectuent ne serait-ce que pour se faire la 
main en calcul tensoriel.) 

Pour notre part, nous ferons recours à l'opérateur linéaire (25) 
qui est bien défini pour tout point b EU NAU'et À, BE T:.8 
quelconques et qui est représenté dans la base de F, = fr, associée 
à la trivialisation donnée sur U par la matrice [| R(A, B)i||— 
= ||Ri x4*B'|l et dans la base associée à la trivialisation définie 


sur U’ par || R (4, B)£ || = [| R£ nr AÀ*" Bt I. Conformément à la 
règle générale qui établit la relation entre les matrices d'un même 
opérateur rapporté aux bases différentes (voir leçon IT.14), on a donc 


R(4, B}j:= qi'g},R(4, B);, 


(33) R}, k'1 = pipi 


i.e. 
7 k' ru , ., i 
R!, neAŸ Bl = Q{'efR}, nr A*B! 
(Re, na, pi, q et R;j, «1 sont évidemment les valeurs quo ce: 
fonctions prennent au point b,). Puisque 


Oz ox! ’ 
A=% A" et B'—=-= BB", 
9xÀ 0x! 


et A*° et B!° sont quelconques, cela prouve la formule (33) (en b 
et, partant, sur l'intersection U f] U”’ tout entière). 

Nous n'avons utilisé en fait que la propriété de (28) de défini 
parfaitement le tenseur (30) à l’aide des fonctions À; x, si bien que 


la formule (33) est juste pour les composantes de tout tenseur de type 
(2, O0) à valeurs dans End E. 


Problème 2. Montrer que si les fonctions Ri k Sont données sur chaqu 
voisinage de coordonnées trivialisant U et que la formule (33) soit valable su 
l'intersection U f U’ de deux voisinages U et U’ quelconques, les formules (28) 
définissent bien un tenseur (30) de type (2, 0) à valeurs dans End E. 


On identifie donc ces tenseurs aux ensembles de Ri nu véri- 
fiant (33). 
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On peut maintenant introduire le tenseur À en définissant ses 
composantes par la formule (21) (sans entrer dans le détail), ce qui 
exige par contre qu'on vérifie sans faute (33) moyennant la for- 
mule (17) de la leçon 10. On pourrait néanmoins s'en passer (ou 
plutôt effectuer cette vérification à un moment plus opportun) à 
condition d'exprimer l'opérateur À (X, Ÿ} par les opérateurs de dé- 
rivation covarianta 


Vxrs Vyr: DE TE 


associés aux champs de vecteurs X et Y. 
Les dérivées V+ et V> s'écrivent en coordonnées (voir formu- 
le (10) de la leçon 11) 
… si à j k 
(Vxs) = (+ lis) 44, 


i 
(Vys)' = (+ + Ti; si) Y*. 


Aussi 


. i À 
Para) = (4 Th (Vrs)) NA = 


[ET (rie) vers (2 ris) vi] xs = 


ôxh ôx! az! 
= 0% png 6 pu 0vt : OMe spgnpi pp SP ay 
0zxh ôzl T gx! xh  ôrh IP Gzk 
i ar! i ds) i m 
+ Tr, X8 ae T l'y; Gt X8Y!+ Fi; inSPXRY! 


Si l'on permute les symboles X et Y ou (après le changement d'indi- 
ces de sommation) les indices À et /, on obtient une expression ana- 
logue pour (VV xs)'. Si l'on fait leur différence, leurs premiers tei- 
mes se réduisent (vu la symétrie des dérivées partielles mixtes secon- 
des). Comme le quatrième et le sixième terme de chaque formule se 
déduisent l’un de l'autre par permutation de À et ! (on suppose 
changés les indices de sommation), ces termes se réduisent eux 
aussi (le quatrième et le sixième ; le sixième et le quatrième). Quant 
à la différence des troisièmes et des septièmes termes, elle est égale à 


RŸ msXÈY!=[R(X, Y)sli 


(voir (21)). Les termes restants donnent enfin la somme 


gs! ( ar! aX! i ar! aX! 
ôx! ôzh 0zÀ LL ôzÀ ôzk 
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égale à 


(= ds" + lis) | LX, YJ'= (Vrx, vis)! 


en vertu de la formule (24) de 111.16. Ainsi, Vy;Vy — VrVx 

= R(X, Y) + Voix, ya (sur chaque voisinage de coordonnées triviali- 
sant, donc partout), i.e. 

(34) R (X, Y) — = ViVy — VyVx — Vrx, Y)] — [Vx, Vy} — VLx, Y)° 


I] s’agit d'une définition des opérateurs R (X, Ÿ). Simple et con- 
cise au souhait, elle est malheureusement formelle et ne révèle pas 
la signification géométrique des R (X, Ÿ). 

Si l’on accepte (34) pour définition, on doit certes vérifier, 
primo, que cette formule définit l'application F#-linéaire 
R(X, Y): DE TE et, secundo, que l'application correspondante 
(30) est F#-linéaire à son tour. 


Problème 3. Le vérifier. 


Le procédé le plus simple et le plus avantageux pour construire 
le tenseur de courbure consiste à utiliser la dérivation covariante 


V: TE Dr Qt) 


associée à la connexion /7 (voir leçon 13). 
* + » 


Soient 0 une forme différentielle linéaire sur & (i.e. un élément 
du module F (c'e) = F (A'xg)), et ÿ une section du fibré T2 @ Ë 
(ie. une forme différentielle linéaire sur # à valeurs dans Ë). Pour 
chaque point LE, l'élément w, de la fibre Ti © FÈ — 
= AÏT,# @ FË du fibré 1% @ E — Arg @ E s'écrit ÿ a; @ pi, 
où a E Ti®, pi€ F$. 

Problème 4. Démontrer que la formule 


GAY = 2 (8e A as) ® Ps 


définit parfaitement l'élément (8 A +}, de la fibre A?T,# @ FË 
de Atg @ E£, si bien que 


br» (BA hs, bEF, 


est une section 8 A Ÿ du fibré Ar @ ë. 


Si le fibré E est trivial au-dessus d'un voisinage U € & ct si 
.… Sn est la trivialisation correspondante (une baso du F U-mo- 
dule V (E [u )), la forme w sur U s'écrit de façon unique comme 
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d'a; ® 51, avec a; des formes différentielles linéaires sur U, et la 
forme 6 À wŸ est définie par 

BA bp = 2 (BA œ) ®si sur U, 


ce qui prouve en particulier la différentiabilité de 0 À Y (elle appar- 
tient à F'(Artg @ E)). 

Problème 5. Démontrer qu'il existe une seule application R-li- 
néaire 


V: Dir QE) + T' (Ar ® E) 
qui vérifie l'identité 
V (8 ® 5) = dd @s—0A vs, BET (re), SET (s). 
Démontrer qu'elle satisfait également à l'identité de Leibniz 
V (D) = dfA D +fVv, FEFS, pET (tr ® E). 


(Zndication. L'application V est définie sur un voisinage triviali- 
sant UC ® quelconque par la formule 


n n 


V (> ai © si) = 2 (da; @ s1 —&i À Vs), 


1—= î— 
oùa ET (Te lu) et 5, . .., s, est une base du FU-module l' (£ ls). 
Ainsi, on a deux applications 


TE D'(r SE) à, T'(AX 3 ® Ë), 
et voici l'application composée 
Vov: TE T(Arg ® Ë). 
La dernière application est F #-linéaire (on le constate sans peine): 
(Vo V) (fs) =V (df @ s+fV,) = 
— ddf @ s— df À Vs+df A Vs—f(VoV)s= 
—{f(VoV)s. D 
Aussi (voir proposition 3 de la leçon 11), il existe un morphisme 
(35) R: 6—+ Arg@EË 


de fibrés vectoriels (i.e. — voir problème 14 de la leçon 12 — une 
section du fibré Hom (£, Atg @ E)) tel que 


(36) VoV=Ro. 
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Problème 6. Démontrer qu'il existe pour trois fibrés vectoriels Ë, n, & quelcon- 
ques l'isomorphisme naturel 


Hom (&, n © ©) = n ® Hom (6, L). 


En particulier, 
Hom (Ë, At @ &) = A°tg ® End Ë. 
Il s'ensuit qu’on peut considérer le morphisme (35) comme forme 
différentielle de degré 2 sur # à valeurs dans le fibré End £. On l'ap- 


pelle forme de courbure de la connexion 7. Faisons une comparaison 


avec le tenseur de courbure (32). 
Soient U un voisinage de coordonnées trivialisant arbitraire et 


$js + + + Sn une base du FU-module F (E y). On a pour tout j — 
= 1,..., n les égalités 


Ros;=Q) @ si 


Qi= D Riudz* À dr! =2R} x dr A dr! 
R<! 


sont des formes différentielles de degré 2 sur LU qui forment la ma- 
trice 
(37) Q = | Q; II. 


Les coefficients R$ x ne sont pas pour l'instant liés avec le tenseur 
(de courbure). 

La matrice Q est la matrice des formes de courbure (ou matrice de 
courbure tout court) de la connexion Æ sur U. (On dit également 
que c'est la forme de courbure à valeurs matricielles.) 

Soit © — || ©; || la matrice des formes de connexion Æ sur U. 

Par définition, 


Q$ @ s,=V(Vs)) = V (of ® 51) = 
= do; @ S— 0) À Vs: = (doi — w?/ D!) @ s;=— 
= (do; +0, À w})®ss, 
donc 
(38) Qj= doi + of À w. 


Cette égalité s'écrit en notations matricielles 


(38°) Q = do + w A « 
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et en coordonnées : 


D, Rj,n dr* À dr! = 


R<I 


ô 
2 (= Dh) de À dr +TÉ lé; dz* À dei, 
LT 


La dernière formule entraine 


QYPE ar! e 
i l - R Î { 
Oz êz! 


(lorsque k< I, donc pour X et ! quelconques vu que les coefficients 
Ri. n Sont antisymétriques par rapport à À et L), i.e. Ri kI NE sont 
autres que les composantes du tenseur de courbure (ce sont d'ailleurs 
les notations mêmes qui suggèrent ce résultat). 

On voit de plus que les valeurs Q; (A, B) des formes Q$ sur les 
vecteurs À, B € T;:# sont exactement les nombres R (4, B); figu- 
rant dans (22). Cela nous autorise à désigner des fois la matrice 
I À (4, Bÿ | par @ (4, B) (ou par @z (4, _B) s'il faut préciser le 


point, à savoir b 

La formule (38’) est connue sous le nom d'équation de structure 
d'Elie Cartan. 

Remarque 2. Dans certains manuels de géométrie différentielle, 
l'équation de structure s'écrit 


Q = do — w/A ©. 


Le fait est qu'il s'agit dans ces manuels des matrices (2 et w transpo- 
sées (i.e. l'indice supérieur repère les colonnes et non les lignes). 
Cette différence n'a certes aucune importance. 

Ainsi, on connaît quatre définitions du tenseur de courbure, La 
première a l'avantage d'être géométrique, mais elle donne lieu à 
des calculs laborieux. La deuxième (formule (21)) est trop formelle, 
tandis que la troisième (formule (34)) s'attache outre mesure aux 
champs vectoriels qu'on a à traîner partout. La quatrième définition 
(la formule (36) ou, si vous voulez, la formule (38)) s'avère la plus 
élégante. Si elle demande un certain effort préalable, elle cest par 
contre la plus commode vu qu'elle permet d'utiliser l'appareil ef- 
ficace et souple des formes différentielles. C'est cette définition que 
nous emploierons de préférence. 


*X *X + 


Les avantages offerts par les formes différentielles sont bien 
illustrés par la démonstration de la 
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Proposition { (identité de Bianchi). Sur chaque voisinage U, 
(39) dQ = Q A © — w©/A Q. 
Démonstration. Selon (38'), do = 9 — w/A wet 
dQ = ddo + d (oo A o) = do A © — w A du. 


Aussi 
de = (Q — wA ©) A © — wA (Q — wA ©) = OA © — 

| — oA Q. CO 

La relation (39) s'écrit en détaillant 
dfj=Q, À wi—o, À A, 
où 
oj=Tidrt, Qj= D Rjnudz! À dr!. 
RTI 

Aussi 

Î iH ls oRj hs OR$, pi k l 8 

dQi= Y (-ie- ie in) dz* À dx! À ds’, 


Q AG= D (RéuTa—Ri nat RS, sl 4) def À dr! À da’, 
R<I<Ss 
© À G= 2 DRE TU RP not lp RP a) de À dz! À dr. 


]l y a intérêt à introduire des notations condensées convenables. 
Soit A un ensemble de quantités dépendant de trois indices 
(une matrice spatiale). On pose 


(40) Aqhte) = Arte + At + Asni: 


On dit que Aus) est obtenu de Au, par des cycles. 
On conçoit que Aqus) est invariant par permutation circulaire 
des indices : . 


Aqs) = Aer) = Any: 


On emploie les notations analogues lorsque A,1, dépend de plus 
d’autres indices. (On encadre, si besoin est, par les traits verticaux 
les indices conservés par le cycle. L'écriture Amp signifie par 
exemple que le cycle échange k, Let qg et que p est conservé à sa pla- 
co.) 

On note 4, la dérivation par rapport à 2". Si l'on se rappelle que 
les fonctions Ri a Sont antisymétriques par rapport à k et !, on cons- 
tate que les formes dQ$, w A R? et w} A A$ont en tant que coef- 
ficients les fonctions 
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i { { 
OR Rp, Ts = Dé Rips, to LR 15), 


k<I<Ss. 
Cela signifie que l'identité (39) est équivalente à 
(41) Ou Rigt, re) — LA Ript, 1) + TR, 10) = 0: 


Quels que soient L et s fixés, les fonctions Ri, sont les compo- 
santes d'un E-tenseur R,, de type (1, 1) défini sur U. Conformément 
à la formule générale (13) de la leçon 11, les composantes des dérivées 
partielles covariantes V,R,, de ce tenseur sont définies par la for- 
mule 


(VaRs)ÿ = OnR$, 13 —TnRp, 13 + l'a R$, te. 
En comparant avec (41), on obtient de suite l’équivalence de (41) 
et de 
(42) (VaRr)f = 0, 


i.e. de Vu R,, = (. 
C'est l'identité de Bianchi sous forme tensorielle. 
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Tenseur de courbure et groupe d'holonomie. — Algèbre d'holonomie 
exprimée par le tenseur de courbure. — Connexion plate. — Triviali- 
sations constantes d'une façon covariante. — Connexions à parallélis- 
me absolu. — Passage aux fibrés principaux. — Transport parallè- 
le et groupe d'holonomie pour les fibrés principaux. — Théorème de 
réduction pour les fibrés principaux. — Forme de courbure d'une con- 
nexion sur un fibré principal. — Théorème d'Ambrose-Singer. — Ap- 
plication du théorème d'Ambrose-Singer aux fibrés vectoriels. 


Dans cette leçon, nous allons étudier la relation entre le tenseur 
de courbure R et le groupe d'holonomie restreint ®, de la connexion 
H au point b, € . 

Les développements de la leçon précédente qui ont abouti à la 
notion de tenseur de courbure, montrent que connaissant À en b, 
(i.e. tous les opérateurs R (A, B), À, BE Tr,®), on calcule, à 
des infiniment petits d'ordre supérieur près, le transport parallèle 
suivant tout lacet infinitésimal d'origine et d'extrémité b,. Si l'on 
connaît donc À sur toute la variété @, on calcule avec la même pré- 
cision le transport parallèle le long de tout lasso avec un lacet in- 
finitésimal. Or, on sait (voir leçon 18, corollaire 1 du lemme 3) que 
chaque lacet uw homotope à zéro est combinatoirement équivalent 
au produit de lassos aussi petits qu'on le veut, si bien que le trans- 
port parallèle IT, est le produit de transports parallèles le long de 
ces lassos. On remplace ceux-là par leurs parties principales, et on 
obtient pour II, un analogue de la somme intégrale (où l'addition 
est la multiplication des opérateurs linéaires), la limite de la somme 
étant l'application [T,. Aïnsi, le tenseur R définit parfaitement le 
groupe ®,. (On note qu'on ne détermine pas D, avec la valeur de 
R en b, seul.) 

Ces considérations sont plutôt décousues, et si l’on veut établir 
les formules explicites pour les éléments de ®,, on devrait construire 
d'abord la théorie adéquate de l'intégration opératorielle. Cette cons- 
truction a beau être évidente en principe, elle exige évidemment 
beaucoup d'efforts (ne serait-ce que du fait de la non-commutativité 
de la multiplication des opérateurs). Il faut donc prendre un chemin 
détourné. On pense immédiatement à remplacer le traitement inté- 
gral du problème par le traitement différentiel équivalent et à 
exprimer par le tenseur À l'algèbre de Lie f du groupe de Lie ®,, 
qui est une sous-algèbre de l'algèbre de Lie [End F,,}, et non D, 
lui-même (f s'appelle algèbre d'holonomie de la connexion /7 au 
point b,). 
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Aussi, on reprend la formule (24) de la leçon 19 et on introduit. 
une courbe tr-+v (t) du groupe ®,, définie sur le segment [0, t,}, 
Lo — Sê par : 3 
a) (D = I, si0<t<t, ave 's=Vt, 
ee id si t—=0. FT 


La formule (24) citée entraîne de suite que cette courbe est diffé- 
rentiable au point { — 0 et que son vecteur tangent en & — 0 est 
(au signe près) l'opérateur R (4, B). 

Ainsi, tous les opérateurs de la forme R (A, B), A, BE T;:,®#, 
appartiennent à l'algèbre d'holonomie f. 

Mais R (4, B) (et leurs combinaisons linéaires) n'épuisent pas 
en général l'algèbre de Lie f. En effet, on sait qu'un chemin quel- 
conque w entre b, et un point b € & définit l’isomorphisme du grou- 
pe D, (b) sur le groupe ®, — ®, (b,), donc de l'algèbre f (b) sur 
l'algèbre f = f (b,). Soit w# ce dernier isomorphisme. Quels que 
soient les vecteurs 4, B € T,®, on définit dans l'algèbre f l’élé- 
ment w#%R (4, B). Ainsi, l'algèbre f contient de même tous les 
opérateurs de la forme w#R (4, B), À, B € T;,®,et, partant, toutes 
leurs combinaisons linéaires. | 

Proposition 1. L'algèbre f est formée de toutes les combinaisons 
linéaires des éléments de la forme w#%R (4, B), À, BET;,®, 
bEB. . | 

Ainsi, si l’on connaît le tenseur R, on calcule l'algèbre de Lie f, 
puis on reconstitue par f le groupe de Lie D. 

Nous proposons de démontrer l’affirmation énoncée par le pro- 
cédé suivant. . . 

Chaque élément de f est un vecteur tangent en { — O à une 
courbe différentiable du groupe ®,, qui passe pour { — 0 par le 
point e. On suppose tout naturellement qu'on la détermine sur «n 
segment [0, &,] par la formule (1), avec u, la famille de lacets homo- 
topes à zéro qui dépendent différentiablement du paramètre s — 


— V'{ (telle que IL,° = id). Conformément au corollaire 1 du lemme 3 
(leçon 18), chaque élément IL, est décomposable en produit. 


NUE IE), où ut, ..., ü" sont de petits lassos. On peut 


évidemment le faire de façon que m soit le même pour tous les s 
suffisamment petits et que chaque lasso u@) s'écrive w,uQMuwr', où 
les chemins w, ne dépendent pas de s et u{*) sont des petits lacets 
qui dépendent différentiablement de s (et remplissent les conditions 1 
à 4 de la leçon 19). Le vecteur tangent en { — 0 à la courbe (1) est 
(voir problème 17 de la leçon 14) la somme de vecteurs tangents 
aux courbes (1) associées aux lacets u@), i.e. la somme d'éléments 
de la forme wËR (4,, B;), An, Br € Toit) #- Ainsi, chaque élé- 
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ment de l'algèbre f est bien uné combinaison linéaire des éléments 
de la forme wi (À, B). 

Ce raisonnement heuristique paraît assez convaincant, mais on 
n'en fait une démonstration formelle de la proposition 1 qu'au 
prix d'efforts techniques pénibles. Aussi, nous allons procéder 
d'une autre manière. 


*X  * * 


La situation se simplifie sensiblement si À = 0 (i.e. si R$ nu — 
= 0 sur chaque voisinage U). Dans ee cas, chaque terme de la som- 
me intégrale en question (on dirait plutôt « du produit intégral ») est, 
à des infiniment petits d'ordre supérieur près, l'opérateur identique 
id, si bien que la limite de là somme (resp. du produit) est égale à 
id quel que soit l’ordre des termes (resp. des facteurs). Ainsi, De = 
— fe}. pour À = = D. La réciproque (R = 0 pour D, = {e}) est évi- 
dente, si bien qu'on a l'affirmation suivante (qui n "est certes qu'un 
cas particulier de la: proposition 1). 

.. Proposition 2. L’ fgatité R = 0 est juste si et seulement si D, 

= {e}: 

R = 0 Ed D, = {ei 


Une connexion correspondant à R = 0 est dite plate. 

Les considérations « intégrales » ci-dessus deviennent facilement, 
pour À = 0, une démonstration très nette (le faire !), mais nous vou- 
ons, démontrer la proposition 2 de manière « différentielle » pour 

s'en servir ensuite dans le cas plus difficile de la proposition 1. 

On rappelle qu'un champ de vecteurs X sur | espace total 6 d'un 
libré Ë est horizontal relativement à la connexion Æ si X,€H, 

pour tout point pE€ 8, ie. si XF = X (voir leçon 10). Tous les 
champs horizontaux forment un sous- espace de l'espace a@ des 
champs de vecteurs sur &. Nous désignons ce sous-espace par a [H] 
(cf. notations introduites dans la leçon 14; on rappelle (voir pro- 
blème 21 de la leçon 14) que les champs différentiables de sous-espa- 
ces et les distributions sont la même chose). 

Les champs horizontaux sont caractérisés localement (au-dessus 

des voisinages de coordonnées trivialisants U) par les égalités 


O1 (X) = 0, ..., 8" (X) —0, 


où (voir leçon 10) 0, 1 < i < 7», sont des formes différentielles sur U 
telles que 
Bi = daï + wjai, i —1,.. 


(les formes de connexion of sont certes considérées comme formes 


sur &y = NU, i.e. ce sont en fait les formes n*w!). 


, A 
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Pour À = O (i.e. pour @ — 0), les formes wi vérifient 


doi — —o; Awi, i, j=1,...,n, 
donc 
dOi = ddaï + (doi) ai — wi À dai =- 
= — (wi À &f)a/—w; À (8° — wja?) = —w; À 8}, 
1.6. 


d8i=68; Awj (pour R=0). 


Ainsi, si X, Y EalAH] (donc 68 (X) = 0, 87 (Y) = 0), alors (voir 
formule (6) de la leçon II.8) 


dOi(X, Y)=(8; A wi)(X, Y)=6/(X)w@i(Y)—wi(X) 8 (Y)—0 
D'autre part (voir formule (6) de la leçon III.19), 
dOi(X, Y)=—XO0i(Y)—YOi(X)—G6{[X, Y]=— —6i1X, YF], 


si bien que 8 {X, Y]1 = 0, i.e. [X, Y] € a [HI. 

Cela prouve que le sous-espace a [H] est pour À — 0 une sous- 
algèbre de l'algèbre de Lie a@. Autrement dit, chaque connexion 
plate H est une distribution involutive. 

Par conséquent, la connexion À est complètement intégrable par 
le théorème de Frobenius (voir leçon 14), i.e. il passe par tout point. 
Po € 8 une variété intégrale maximale ©’ et une seule. Par défini- 
tion, on a T,® = H, en tout point p de Z'. Aussi, la restriction 
n|q ‘de la projection " à © est-elle étale, et elle constitue donc un 


difféomorphisme local (voire un revêtement). En particulier, le 
point b, = x (p,) possède dans # un voisinage L’ au-dessus duquel 
le fibré £ admet une section s: U—+@ telle que s (b,) = p, et. 
s(U) = & Nr-!U. (On peut dire que s réalise un relèvement hori- 
zontal de fout le voisinage U dans @.) 

Maintenant, on est en mesure de passer à la 

Démonstration de la proposition 2. Quel que soit le la- 
cet uw au point b, entièrement dans le voisinage Ü, le composé s o u, 
avec s la section U — & que nous venons de construire, est un lacet 
en p, sur ©, donc un lacet horizontal. Comme (so u) (1) = p,, on 
a pour un tel lacet u: II, = id. 

Aussi, la dernière égalité est également juste pour tout lasso petit 
et, partant, pour tout lacet uw homotope à zéro (voir leçon 18, corol- 
laire 1 du lemme 3). Ainsi, D, = {e}. D 


* + + 


Une autre propriété de s est Vs -= O0 (il suffit de dire que Vxs — 
— 0 pour tout champ de vecteurs X sur #). D’ autre >_ part, Si Pys + +» 
 Pn eSt une base de l'espace vectoriel F, — #4, et si 51, . 
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.. Sn Sont les sections correspondantes (i.e. s, (bo) —= pr, . .. 
., Sn (09) = Pn), alors s,, ..., s, forment évidomment sur un 
voisinage de b, (on note U ce voisinage) une base du F U-module 
T (£ lu). Inversement, soit U un voisinage de b, tel que le F U-mo- 
dule l'(E lu) admette une base s,, ..., s, pour laquelle Vs, — 
= 0,..., Vs, = 0. Alors À est évidemment égal à 0 sur U, ce 
qui prouve la 
Proposition 3 Une connexion H sur un fibré vectoriel E — 
-2 (€, x, #) est plate si et seulement si la variété # est recouverte 
par des ouverts U tels que le FU-module T (£ |u) possède une base 


Sir + + «» Sn pour laquelle 
Vs, = 0, ...) VSn = (0. 0 


On appelle s,, ...,s, trivialisation constante d'une façon co- 
variante du fibré Ë au-dessus de U. 


œ 


X à * 


Les connexions telles que le groupe d'holonomie complet ® soit 
trivial sont dites à parallélisme absolu. 

Problème 1. Démontrer qu'une connexion est à parallélisme 
absolu si et seulement si, quels que soient les points b,, b, EP, 
l'application Il,: F4}, —+ fx, est la même pour tous les chemins w 
joignant b, à b.. 

On note que selon le théorème de réduction de la leçon 18, le 
domaine d'existence d'une connexion à parallélisme absolu ne peut 
être que le fibré trivial E. 

L'existence de l’épimorphisme (6) de la leçon 18 prouve que si 
# est simplement connexe, le groupe ® coïncide avec le groupe ®,. 
Aussi, la proposition 2 entraîne qu'une connexion sur un fibré vec- 
toriel au-dessus d'une variété simplement connexe est à parallélisme 
absolu si et seulement si elle est plate (et le fibré est trivial). 

En particulier, un fibré sur une variété simplement connexe est 
trivial s'il admet une connexion plate. 

Ce critère géométrique différentiel de trivialité d’un fibré vecto- 
rie] différentiable est d'un emploi étonnamment fréquent. 


+ + * 


Dans le cas général de la proposition 1, la démonstration se 
complique du fait de l'existence des isomorphismes w# qu'on éli- 
mine d’ailleurs formellement si l'on choisit dans chaque fibre F;, 
bE SF, une base p = (p,, ..., p\) pour passer ensuite des opéra- 
teurs linéaires # ;, —+ 4, à leurs matrices par rapport à cette base. 
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Soit jf, une algèbre de Lie de- matrices à éléments dans l'algèbre 
d'holonomie f,, et soit R, (4, B), À, B€ Ti, la matrice de 
l'opérateur de courbure R (4, B) rapporté à la base p 

On a appris dans la leçon 18 que si la base p de l’espace vectoriel 
#, s'obtient de la base p, de F, = Fr, par transport parallèle le. 
Jong du chemin .w joignant b, à b, alors l’isomorphisme ® (b) + 
— D (b,) induit par w onvoie chaque élément du groupe ® (b) en 
l'élément représenté par la même matrice du groupe © (b,). Cela 
signifie en particulier que la matrice dans la base p, de l'élément 
wER (4,B), A,BE T,®, de l'algèbre de Lie.f, — fe -est la ma- 
trice Rp (A 

En langage matriciel, la proposition { affirme donc que quelle que 
soi la base p, de l'espace vectoriel F°, l'algèbre de Lie de matrices 

= fn 4 pour éléments les combinaisons linéaires des matrices 
R. (À: B), où p sont toutes lès bases des fibres de £; qui s'obtiennent de 
la base p, par transport parallèle, et À et B'sont des vecteurs quelcon- 
ques de l'espace T,3, b = x (p). 

Comme les bases p ne sont autres que les points du fibré princi- 
pal des repères & = (6, x, #) associé au fibré vectoriel E (qui est 
différentiable si & l'est; voir leçon 16), une question se pose: et si 
une affirmation analogue est juste pour tout -fibré principal E&? 
Pour y répondre, on généralise la notion de transport parallèle et de 
groupe (algèbre).d’holonomie aux fibrés principaux. 


X *  * 
Soient Sun groupe de Lie, #'une variété séparéo différentiabie, 
6 — (€, x, #) un S-fibré principal différontiab le sur &, et H 
‘une connexion sur | 


Une courbe v: 7 + &.est dite horizontale si v 20 € H;xn pour 
tout t E Z. On dit qu' une courbe v: 1] — 6 est un relèvement d'une 
courbe u: T1 # siu = nov. (Cf. définitions analogues pour les 
fibrés vectoriels dans la leçon 11.) 

Proposition 4. Quels que soient la courbe différentiable u: | + #, 
le pointt, ET et Le point po € F her do = 7 (Po), él existe un seul re- 
lèvement horizontal v: TÎ—&@ de la courbe u, tel que v (to) = po. 

La démonstration en sera donnée dans la leçon suivante. On 
note pour l'instant que si Ë est un fibré des repères d'un fibré vecto- 
riel E, cette proposition découle de suite de la proposition 1 de la 
leçon 11 (qui est son homologue dans le cas des fibrés vectoriels). (En 
effet, il suffit, pour construire v, d'effectuer le transport parallèle de 
chaque vecteur de la base p, le long de u.| 

On appliquera de règle la proposition 4 lorsque w est un chemin 
(u est défini sur le segment I — (0. 1])) et t, = 0 

Comme dans le cas des fibrés vectoriels, on note [I,p, le point 
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p, = v(1), et on appelle transport parallèle le long de u l'application 
IT, : F be ue F bas Po id IT, Pos 


où b, = u (1). Si l'on compose les chemins, les transports associés 
forment un produit, on a pour 4 = ul: 


(2) H, = I, ° I, 
(Cf. formule (2) de la leçon 18.) 


Problème 2. Déterminer l'application IT, pour les chemins u différentiables 
par morceaux et montrer que la formule (2) reste valable. (Cf. leçon 18.) 


La connexion H étant un champ équivariant de sous-espaces, le 
chemin 


R,ov:træuvl(t)a, tEI, 


est horizontal pour tout chemin horizontal v: 1 + & et tout élé- 
ment a € S. Il s'agit d’un autre relèvement du cheminu: [ +, 
dont l'origine est le point p,a et l'extrémité se confond avec p,a. 
Donc 


(3) y (Pot) = (Hupo) a, a € 9, 
1.0. 
IL,,oR, = RiolIl, 


(l'application I], commute avec les actions du groupe sur les 
fibres F,. et #2, respectivement). 

Les applications IT, associées aux lacets u en b, constituent le 
groupe de transformations de la fibre #, = #%.. On dit, et on note 
D (bo), que ce groupe est le groupe d'holonomie du fibré principal £ 
à connexion H au point b, € #. 

On choisit un point p, de F, et on fait correspondre à un élé- 
ment Il, € D! (b:s) quelconque l'élément a, du groupe &, qui vé- 
rifie la relation 


HuPo = Polu- 

Le groupe & opère librement et transitivement sur #,, si bien 
qu'il y a existence et unicité pour a,. 

La formule (3) entraîne pour deux lacets quelconques u,, uw, 
en bo: 

(IL, 9 IT.) Po — II, (Poau) — (TI, Po) lus — Poduilu,: 

égalité qui montre que Il, ++ a, est un homomorphisme. Il y a 
plus. C'est un monomorphisme du moment que a, = e si et seule- 


ment si II, = id. Son image (notée D (p,) ou, en abrégé, D (p,)) 
s'appelle groupe d'holonomie au point Po. 
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Problème 3. Démontrer que le groupe ® (p,) est formé de a € $ tels que 
le point poa soit joint au point p, par un chemin horizontal. 


Les groupes ® (b,) et D (p,) sont isomorphes par construction, 
mais le premier est le groupe de transformations de la fibre #, 
(qui commutent avec l'action de ‘) et le second représente un sous- 
groupe du groupe structural & lui-même. 

Si £est le fibré des repères du fibré vectoriel E, le groupe D° (b,) 
a pour éléments les transformations de la variété de Stiefel V (n, 
Fo) = Fo des bases de l'espace vectoriel F, = #3, qui sont 
induites par les éléments du groupe d'holonomie D (b,) de £. Dans 
ce sens, les fibrés EË et & ont même groupe ® (b,). 

Quant à D (p,). ce n'est évidemment autre qu'un groupe matri- 


ciel formé des matrices de D (b,) dans la base p,. 


Problème 4. Démontrer que quel que soit le fibré principal &, le groupe 


OË (p.) possède une structure différentiable naturelle par rapport à laquelle il 
est un sous-groupe du groupe de Lie $ et que si la variété .8 vérifie le deuxième 
axiome de dénombrabilité, il s'agit de la structure différentiable la plus faible. 
[/ndication. Voir proposition 1 de la leçon 18 

Montrer de plus que cette structure transportée dans op? (b,) ne dépend pas 
du choix du point p € #0 (ce qui définit par là même une structure naturelle 


de groupe de Lie sur pi (bo)). 


L'algèbre de Lie T,®* (p.) du groupe de Lie D* (po) sera dé- 
signée par fi, (ou par f,,). L'algèbre f, est par construction 
une sous-algébre de l'algèbre de Lie g = T,%. 

Si & est un fibré des repères, f est précisément l'algèbre de Lie 
matricielle f, introduite plus haut. 


*X + + 


Le théorème de réduction (théorème { de la leçon 18) se transpo- 
se lui aussi aux fibrés principaux. 

Proposition 5. Un fibré principal & admettant une connexion à 
groupe d'holonomie ® est réductible au groupe ®. 

Démonstration. Le résultat voulu découle de suite du 
théorème 1 de la leçon 18 si l'on est en présence du GL(n; R)- 
fibré principal des repères & associé au fibré vectoriel &. En effet, 
la réduction de Ë au sous-groupe D € GL(n; R) est évidemment 
équivalente à celle du fibré principal £. Dans le cas général, on imi- 
te en fait la démonstration du théorème cité. 

Soit D = Di (pL). 

On construit un atlas trivialisant {(U, )} du fibré &. À cet effet, 
on regarde ÜU comme un voisinage sphérique quelconque dans & et 
on définit la trivialisation @: U X 8 —+ &8uy (ou, plus précisé- 
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ment, la section s°: U—+&@ liée à œ par la relation @ (b, a) = 
= S (ba, a€ $, bE U). On procède comme suit. 

On choisit un chemin w quelconque qui relie le point b, -= 
= 7 (ps) au centre bU du voisinage ÜU et on désigne par v®, avec 
bE U arbitraire, le composé ww, du chemin w et du chemin ra- 
dial wŸ joignant b! à b dans U. Soit sU (b) l'extrémité Hu (Po) 


du relèvement horizontal d'origine p, du chemin vs. Il est clair que 
sU (b)E F5», i.e. l'application ss: U—+6y est une section du 
fibré & sur U. 

Problème 5. Montrer que sl’: U — &u est différentiable (appar- 
tient à l'(E lu)). 

Une fois l’atlas {(U, w)} construit, on cherche le cocycle de re- 
collement associé. 

Soient UV, et U ,; des voisinages sphériques dont l'intersection n'est 
pas vide, et soient @, et ga les trivialisations correspondantes. 
L'application de transition 


P Ba : U, N Us — G 
est définie par 
Pra(b) = T(s/a (b), s/8(b)), bEU:NU:, 


+ étant la translation pour le fibré à (voir problème 10 de la leçon 
16). Or, 


SÛa (b) == IL Po et s°8(b) — IL 8p, 


par définition, où VE = vya et vb = VV 8, si bien que 
T(s"a(b), s'H(b))= au, 
où a, est un élément de ® associé au lacet 
_ U US pr Ut 1, Un- 
w = v$ (0) = v œw, a (w,B)"! (0° B)"1. 


Ainsi, Ppa (0) € D, et le cocycle de recollement {pp} est donc 
un cocycle sur le groupe D. Par conséquent, le fibré & est réductible 
à D. O 

Si l'on s'en tient aux résultats généraux de la leçon 9 et que n 


soit une réduction de £, l'espace &" est plongé dans l'espace $ÿ. 


Problème 6. On suppose que le £-fibré principal différentiable £ est ré- 
ductible à un sous-groupe, sous-groupe de Lie de $. Montrer que n ainsi obtenu 
est différentiable lui aussi et que son espace total €" constitue une sous-variété 
de la variété @6r. 
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En particulier, l'espace T,&#" est pour tout point pE&" un 
sous-espace de 
Thé = TPE © Hy, b=x(p). 
Problème 7. Montrer que H, € T,&” et que 
Il s'ensuit que la correspondance p + H,, p € &" définit sur 
une connexion H" dont on dit qu'elle est induite par la connexion JJ. 


Problème 8. Montrer que si H — Ann 8 (voir leçon 17), alors H=— Ann 61, 
avec 01 la restriction de la forme 0 à la sous-variété 8", 


Ainsi, le vecteur À € TL&”, p € 8" quelconque, est horizontal 
relativement à la connexion H" si et seulement s'il est horizontal 
(en tant qu’un vecteur de T,&°) relativement à }. 


# + * 


Voyons ce qu'il en est, pour les fibrés principaux, du tenseur de 
courbure À ou, plus précisément, de la forme de courbure matricielle 
Q@, et mettons l’équation de structure (38”) de la leçon 19 sous une 
forme mieux maniable en vue des généralisations. 

Soit & — (8, x, #) le fibré des repères associé à un fibré vecto- 
riel &, et soit H — Ann 6 la connexion sur Ë associée à la connexion 
H sur £. La lettre 6 désigne une forme différentielle linéaire sur & 
à valeurs dans g{ (n; R), i.e. une matrice 0 à éléments formes 
différentielles ordinaires 6; sur &, qui s'écrit pour chaque voisinage 
de coordonnées &u : 


8 = C-1 dC + C-lwc, 
avec © la matrice || wÿ || des formes de connexion Æ sur U qui est 
relevée dans &u (voir formule (12’) de la leçon 16). Aussi, 
wo = COC”1 — dCC” 
et 
do = dE À 8C”1 + C d8C-! — CB A dC”! + dE À dC”\, 
o A © = CO A 8C-1 — dE À 8C-1 — COCA dCC-1 + 
+ dEC”1A dCC”1. 

Vu que dC rt = -C-1dCC”1, il en résulte 

do + A © =C (48 +8\A8)C”, 
i.0. 
(4) d8 +8A8—=C-INC sur &v. 
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La lettre Q désigne la forme matricielle de (38”) de la leçon 19 qu'on 
considère comme forme sur &uy (i.e., si l’on veut être rigoureux, 
comme forme x*Q, x étant la projection &u — UÜ). 

La formule obtenue signifie que la forme 


(5) Q =d0+06A8 


à valeurs dans g{ (n; R) (définie, il y a lieu de le souligner, sur 6 
tout entier) s'écrit C-1QC pour chaque voisinage &u, ce qui en fait 
un substitut cent pour cent des formes (2. À la différence de celles-ci, 
la forme (5) présente l'avantage d'être définie sur la variété & tout 
entière. 

La formule (5) comprenant l'opération /\ définie pour les formes 
matricielles seules ne saurait être étendue de suite à un fibré prin- 
cipal quelconque. Nous allons donc lui faire subir certaines trans- 
formations. 

Quelle que soit l'algèbre de Lie g, le module F7 des fonc- 


tions différentiables sur la variété différentiable Z' à valeurs dans 
g est évidemment une algèbre de Lie pour l'opération (f, g) + 
+ {f, gl définie par 


(f, gl(p) = {(f(p}), gp), pEZ. 


Ainsi, on définit pour n'importe quelles formes différentielles li- 
néaires & et B sur © à valeurs dans g (regardées comme applica- 
tions linéaires a® —+ F,2'; voir leçon 16) la forme [«, B] de degré 2 


sur © à valeurs dans g si l’on pose pour les champs X, Y € a@ 
quelconques : 


[aœ, B1(X, Y) = la (X), B (Y)] — La (Y), B (X)]. 


Remarque 1. On procède de même pour & et f de degré quelcon- 
que. [Où remplace partout, dans la définition usuelle de la forme 
&/\B, la multiplication de nombres par l'opération dans l'algè- 
bre q.] 

Si g — g{ (n; R), on identifie les formes «@, f et [æ, Bl aux ma- 
trices [| &j ||, Il B5 11 et [1 La, BJ; Il à éléments formes différentielles 
ordinaires (de degré 1 et 2 respectivement). On a pour les champs 
À, Y Ea® quelconques 


La, BIS(X, Y)= 
= (ai (X) 85 (Y) — Bi (Y) a (X)) — (ui (Y) B5 (X) — Ba (X) &j (Y)) = 
= (ai (X) B5 (Y)— œù (Y)B5 (X)) + (Ba (X) a (Y) — BA (Y) dj (X)) = 
= (ai À P)(X, Y)+(Bé À a) (X, Y). 


Donc 
(a, Bli= an À Bi+ Ba À a, 
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m0 œU 


i.e. en notations matricielles 
[æ, Bl=aAB+BA«. 
En particulier, on a pour a = ff — 
[0, 6] = 28 A 6. 


Par conséquent, on récrit la formule (4): 
(6) @ = 46 + (6, 6]. 


Elle a un sens pour toute connexion H = Ann 8 sur un S-fibré 
principal 8 arbitraire. 

Définition 1. La forme (6) s'appelle forme de courbure de la con- 
nexion H. 

On souligne que quels que soient le point pE6 et les vecteurs 
A, BE T6, cette forme a sa valeur Q, (4, B) dans l'algèbre de 
Lie g du groupe de Lie G. 


NX À « 


Fort de ces résultats, on peut énoncer et démontrer une proposi- 
tion 1 pour les fibrés principaux quelconques. 

Théorème 1. Pour toute connexion H sur un $-fibré principal 
ë — (6, x, #) et pour tout point po € &, l'algèbre d'holonomie f,, 
o formée des combinaisons linéaires de tous les éléments de la forme 


Q, (4, B), où p est un point quelconque qu'on peut relier à p, par un 
chemin horizontal, et À, B € H, sont des vecteurs horizontaux quelcon- 
ques en p. 

Démonstration. Conformément à la proposition 5, le 
fibré & se réduit au fibré n à groupe ®, et la forme de courbure Q" 
de n est (voir problème 6 et formule (8)) la restriction à &" de la 
forme de courbure Q, si bien que { ei Q° prennent mêmes valeurs 
sur les vecteurs horizontaux. Aussi, le théorème 1 est vrai pour le 
fibré & dès qu'il l’est pour n. Il suffit donc de Je démontrer sous la 
seule hypothèse que le groupe d’holonomie ® se confond avec le 
groupe structural & tout entier (et l'algèbre f,, coïncide donc 
avec l'algèbre g). Quand ® = &, on joint tout point pE& à po 
par un chemin horizontal, et il suffit donc de démontrer que l’espace 
vectoriel g est engendré pour ® = & par les éléments de la forme 

Qp (4, B), p£€&, A, BEH,. 

D'autre part, Q (4, B) = d6, (4, B) pour tout À et tout B 
de H, parce que 6, (4) = 0, avec À € H, quelconque. Ainsi, il 
nous faut démontrer que si ® = , l'espace vectoriel g a pour gé- 
nérateurs les éléments de la forme d06, (4, B), p€6, 4, BEH,, 
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i.e. dO (X, Ÿ) (p), où X et Y sont des champs de vecteurs arbitraires 


sur # et X et Ÿ en sont des relèvements horizontaux (voir leçon 17). 
Par suite de la formule générale (34) de la leçon 16, 


dO(X, Ÿ) = Xe (Ÿ) —Ÿ O(X) — 0 (IX, ŸD, 


où O(X) —=0et 6 (Ÿ) = 0 (puisque les champs X et Ÿ sont hori- 


zontaux) et, partant, dO (X, Ÿ) (p) = —6 ((X, 4) (p}). Il nous faut 
donc établir qu'avec D = &, l'espace vectoriel g est engendré par 


les éléments 6 ((X, Yl)(p}, pE&, X, YEa, ie. que 9 =b,h 
étant un sous-espare de g engendré par tous ces éléments. 
La forme 6 est équivariante, ce qui entruîne pour tout a € g 


(Ad a) (OLX, Ÿ}(p)) = (Ad a) (BL (IX, Ÿ']p)) = 
= 0pa ((dRo)p [X, Ÿ }p) —= 0ha ((RS-: [X, Ÿ })pa) — 
—O(AS(X, ŸJ)(pa)—0(LRI-X, Ri:Ÿ])(pa)=0(X, Ÿ](pa)eb 


(voir problème 5 de la leçon 17), d’où (Ad a) B € B quel que soit 
B € 5. 
Cela signifie dans le cas a -= exp tA (voir problème 16 de la le- 
çon 14) que e‘8dA4BE€H, donc 

ud A __;d 


{ 
(ad 4) B= lim TT BE 5, 


t 
i.e. (4, BJ E 6 (voir problème 15 de la leçon 14). 
C'est vrai pour tout À de get tout B de ÿ (donc pour À, BE 
quelconques), si bien que b est une sous-algèbre de l'algèbre de Lie 9. 
On désigne par Z,, p € & quelconque, le sous-espace de T6 
dont les éléments sont tous les vecteurs (X + Ah où À Ea®, 
A Eb (et AŸ est le champ fondamental associé à l'élément À ; 
voir leçon 17). 
Soient (U, x', ..., x") une carte quelconque de la variété æ, 
et ÀX1, ..., Xn les relèvements horizontaux dans &y des champs 


9 ' . 
de base SL es rm SU U. Soient r — dim 6, 4;,..., 4, une 


base arbitraire de l'algèbre 6, et soient Af, ..., A Jes champs 
fondamentaux correspondants. Quel que soit le point pE &,, les 
valeurs que les champs 


(7) Xi... Xm AF,..., AË 


prennent en p forment une base du sous-espace Z,. Il en résulte de 
suite (voir problème 4 de la leçon 10) que le champ de sous-espaces 


{e 


mp. —" 


lé 
D ——— 


p + Zp est différentiable, ï.e. (voir problème 21 de la leçon 14) 
qu'il correspond à une distribution Z (de fibres Z,) sur &. 

On voit de plus que le sous-module a (Z] associé à Z de l’'al- 
gèbre de Lie a@ (formé des champs de vecteurs W sur & tels que 
W, € D) pour tout point pE &) est engendré localement par les 
champs (7), i.e. la restriction W |, à U de tout WEalZ] est 
combinaison linéaire des champs (7) (à coefficients dans l'algèbre 
FU). Aussi a [Z] est une sous-algèbre (3 est involutive) si et 
seulement si le crochet de deux champs (7) quelconques est 
combinaison linéaire des champs (7). 

On sait d’autre part (voir formule (22) de la leçon 16 et proposi- 
tion 2 de la leçon 17) que 


AË, AË) = (43, 4j) 


et [AŸ, X,1]—0 quels que soient à, j et k. Les champs [A4*, 47] et 


(A, X,] s'expriment donc linéairement par les champs (7). Quant 
aux champs [X,, X,), k, 1 = 1, ...,m, la définition de la forme 6 


(voir formule (3) de la leçon 17) fait que si Au = 0 ([X;, X,)), 
alors AË —=1(X», Xi] et, partant, [X:, X1] = A. En effet, 
[X, Xi] =1X,, XiÏ en vertu du problème 7 de la leçon 17 parce 


0 0 
que En — | = (0. Comme 


(d8)(X, Y) = X6(Y) —Y6(X) — 6 ([(X, Y]) = 6 ((X, Y}) 


pour XÀ et Ÿ horizontaux quelconques (si bien que 6 ([X, Y]) = 
— —{ (X, Y)), l'élément À;, de l’algèbre de Lie g appartient à 
la sous-algèbre b, et le champ [X,, X,1= A s'exprime lui aussi 
moyennant les champs (7). 

Ainsi, La distribution est involutive, donc complètement inté- 
grable en vertu du théorème de Frobenius de la leçon 14. Soit Z la 
sous-variété intégrale maximale de Z qui passe par le point p, € 6. 
Tous les champs horizontaux appartiennent à la sous-algèbre a [Z1], 
si bien que chaque chemin horizontal d'origine p, est dans Z. 
Comme tout point p E & peut être relié à p, par un chemin horizon- 
tal (D = & par hypothèse), on a ? = &. En particulier, 


m+r=dim,,=dim® =dimé =m+n, 


donc r = n. Ainsi, b=g. 0 

Le théorème 1 est connu sous le nom de théorème d'Ambrose-Sin- 
ger, bien que ces mathématiciens n’en aient démontré qu'une varian- 
te affaiblie (et que sa démonstration exhaustive soit due à Ozeki). 
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# * * 


La proposition À en est une conséquence triviale pour le fibré des 
repères & associé à un fibré vectoriel £ et la connexion H induitesur 
£ par une connexion donnée } sur &. En effet, la forme de courbure 
Q de H s'écrit dans chaque carte de &u selon (4) comme C-'QC, 
Q étant la forme de courbure de À sur U transportée dans &u. Cela 
signifie par définition que tout point pE&u de coordonnées 
(C, x), CEGL(n; R), x ER”, et les vecteurs 4, BE T,& quel- 
conques vérifient la formule 


Q, (4, B) = C7'Q, (4', BC, 
où b = x (p) et À’, B° sont les images de À et B par l'application 
(d H)p . T6 —} T,. 


Par ailleurs, on a dit dans la leçon 19 que (2, (4°, B'), A’, B'ET,8 
quelconques, n’est autre que la matrice || À (4, B'}; | de l'opéra- 
tour linéaire R (4’, B'): Ff, —+#fy dans la base s (b) de l'espace 
vectoriel #4. Aussi, @, (4, B) est la matrice de À (4”, B”) dans 
une base reliée à s (b) par la matrice de passage C. Puisque cette 
dernière base est par définition (voir leçon 16) précisément la ba- 
se p, on a 


Q, (4, B) = Rs (4”, B”), 


avec Rn (4”, B') la matrice de À (4”, B°) dans la base p. Le théorè- 
me 1 relatif à la connexion H équivaut donc à la proposition 1 énon- 
cée en termes de matrices. [] 

Bien que la proposition 4 nécessaire au théorème { ne soit dé- 
montrée que dans la leçon suivante, la proposition 1 se trouve com- 
plètement établie puisque la validité de celle-là est, on l’a déjà in- 
diqué, évidente pour les fibrés des repères. 


LEÇON 21 


Lemme de l'espace tangent au produit direct et ses corollaires. — Une 
équation différentielle. — Existence des relèvements horizontaux pour 
les fibrés principaux. — Une deuxième définition de la forme de cour- 
bure. — Identité de Bianchi pour la forme de courbure d'un fibré prin- 
cipal. — Equation de structure d'Elie Cartan. — Formes horizonta- 
les équivariantes. — Quaternions imaginaires. — Formes F, +. 


La démonstration de la proposition 4 de la leçon 20 sera précé- 
dée de plusieurs remarques de caractère général qu’à vrai dire nous 
avons pu (et dû) faire dans les Variétés différentiables. 

Soient © et % deux variétés différentiables, et soit Z X % leur 
produit direct. Quel que soit le point (ps, g) € © X %, les for- 
mules 


la, (p) — (p, Go)» Îr, (g) — (Pos q); P € À’; q EY, 
définissent les applications différentiables 
(1) ia, LT L'XY, in 7 LXY, 
liées aux projections 
U:'LXY+-Y, nn: LXY —+ I 
par les relations 
TH © lo, — id, 2° jp, = id. 
Ces applications sont des injections, des monéomorphismes et des 
immersions. Leurs images 
IT ={(P, DEL XY; PET), 
ÎnY ={(Po DEL XY; gEY) 
sont des sous-variétés plongées de Z X %, difféomorphes à 2 et à 
% respectivement. Les différentielles 
(dig)p, : Tr + Ter ap CT X Y): 


2) 
2) (dira: Ta 7 + To a (TZ X Y) 


des applications (1) sont des monéomorphismes, et on suppose que 
les espaces vectoriels T, 2 et T;% sont plongés par ceux-ci dans 


Tep,, a) (T° X Y). 


LEMME DE L'ESPACE TANGENT 915 


Lemme 1. L'espace vectoriel Ti, 9) (ZX %) est somme directe 
de Th, Z et T7 : 

Démonstration. Si (U, h)—={(U, xl,...,x") et 
(F, k) = (V, yl, ..., y") sont des cartes centrées en p, et q, res- 
pectivement des variétés et %, le couple (U X V, : X k) est 
par définition (voir leçon 111.15) une carte centrée en (po, ga) de 
Œ X Y. Les coordonnées locales de la dernière carte sont les fonc- 
tions :clo nt, ..., 2'o M, Yo Ho, ..., Yo H,, que nous allons 
désigner par z!,...,x", y!,..., y" pour alléger les formules. 
En ces coordonnées, l'application lg, est donnée par 


xi= ri, i—=1À,...,n, 


(3) y=0, j= 1, sf, 
et l'application jp, par 

zi=0, i=li, ,n, 
(4) 


Il correspond à (U, h) une base de TZ formée des vecteurs 


( }, , 1<i<n, à la carte (V, k) une base de T, Ÿ formée de 
0 


ôri 


(TZ). , 1<j<m,et à la carte (UXV, kXE%) une base de 
CS 


l'espace Tt>,,9) (ZX) dont les composantes sont les vecteurs 
) . à . . 

ni le + 1<i<n, et le. &) ,1<j<m. Ce faisant, 

les formules (3) et (4) impliquent de suite (voir définition de la dif- 

férentielle d’une application différentiable dans III.12) que les 

différentielles (2) des applications (1) opèrent par les formules 


ich (57), = rl 40) = 1, De 
(dj) Er), le, Go) ' = 1, ° M 


ce qui prouve évidemment le lemme 1. O 
Quels que soient les vecteurs À € Tr, etBE€ Ty %, le vecteur 


(dis), À + (dip)a, B 


sera désigné par (4, B). 
Soit f: L' X Y —+ É une application différentiable de Z X Y 
dans une variété #, et soit 


dftp,. Go) To, 90) (TZ * Y) ne T2; To— j (Po, Go)» 
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sa différentielle au point (po, go). On suppose que les applications 
RTE, L,:Y7—+2 
sont définies par 
Rp=f(p, Jo); Lp9 = Ÿ (Po q): 


(Si l'on considère f comme multiplication, Ra est la multiplication 
à droite par get Lh, est la multiplication à gauche par p,.) 

Corollaire 1. Tout vecteur CE Tops a) (TZ X %) vérifie l'éga- 
lité 
(5) (df)p: 0 — (dRy )p,4 + (dL» )a,B: 
où A € TL T'et BE T, Ÿ sont des vecteurs pour lesquels C — (4, B). 

Démonstration. L'égalité C — (4, B) s'écrit en dé- 
taillant 

C = (dig,)p,À + (CIPRER SE 
Aussi 
dfcny 99€ = d (fo ip)nÀ + à (fu, ° fn,)a, B. 


On note que 
Ra — 1 © la, et Ly, — Î o Jr, 
et on a le résultat voulu. [] 
Soit # une autre variété différentiable. 
Problème 1. Démontrer que 


1° quelles que soient les applications différentiables u: $ — 
et vu: Ÿ —+ Y, l'application 


uXv' PT X Y 
donnée par 
(u X v)(t) = (u(t), v(t)), t1EŸ, 


est différentiable : 

2° chaque application différentiable $# —+ Z X Y admet une 
représentation unique uw X v; 

3° tout vecteur DE T.,+ vérifie en chaque point 4€ # l'éga- 
lité 
(6) d (u X v)1D = (du) ,D + (dv),D. 
Soit w: # —+ %Z l'application 


foluxXv): F + TxY LE. 
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Corollaire 2. Tout vecteur D € T,®S vérifie l'égalité 
(7) (dw),D = d (R:çn © u)D + d (Lun © v)1D. DO 


Dans le cas particulier où # est le segment 7 de l'axe R, u, v 
et w sont donc les courbes 7 + ®, 1 4, [| —+ %, et D est le vec- 


teur (5). la formule (7) s'écrit 


(8) w (1) = (dRun)ucot (#) + (dLutdotne (0. 


(En effet, w (t) = (dw); (5). par définition, et les formules ana- 
logues ont lieu pour les courbes u et v.) 


+ * + 


On aura besoin du 

Lemme 2. Soit A: tr+ À (t),t CI, un chemin différentiable de 
l'algèbre de Lie g = T,8. Le groupe de Lie & contient un seul 
chemin différentiable a: t a(t),t EI, d'origine e, tel que 


(9) a (t) = (dRan)}eA (t) 


pour tout tE I. 

Démonstration. Le chemin À est par définition la res- 
triction d'une courbe différentiable ? — @ définie sur l'intervalle 
ouvert { = Z. On suppose sans restreindre la généralité que Z =R. 
Ceci étant, on considère la.variété différentiable Z = S X R. 
Comme 

T(a, AA — TT, ® T,R 


pour tout point (a, s) € ®, la formule 
d 
X(a, 9 = (dRa)e4 (8) + (+) 


définit parfaitement sur Z un champ vectoriel X. Il est clair que la 
courbe intégrale de À passant pour t = 0 par le point (e, O0) s'écrit 
t—+ (a (ft), t), avec t ++ a (t) une courbe de # vérifiant (9) telle que 
a (0) = e. Il suffit donc de démontrer, pour avoir le lemme 2, que 
la courbe t-+ (a (t), t) est définie pour tous les t € Z. 

Soit {+} le flux maximal sur Z’ induit par le champ X (voir le- 
çon I11.17). Il existe sur Z une fonction continue strictement posi- 
tive 6 (s) telle que, quel que soit le point (e, s), sER, le point 
Qs (e, s) soit manifestement défini pour tout t, |t|<< 6 (s) (et 
Po (e, s) = (e, s)). Il en découle en vertu de la compacité de Z qu'il 
existe un nombre Ô, > 0 pour lequel le point p, (e, s), | t | << &,, 
est défini pour s € Z quelconque. 
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Soit To la borne supérieure des nombres T tels que le point 
pr fe, 0) = (a (t), t) soit défini pour 0<t<T. Le lemme 2 sera 
établi à condition de montrer que 75, > 1. 

Soit To < 1. D'après la définition de la borne supérieure, on 
trouve pour tout e > O un nombre t, € I tel que tb << Ts <t +e 
et que le point 4, (e, 0) soit défini. Prenons le point œ, (e, t,). 
On a {, € Z, si bien que ce point est défini pour | t | << 6, et s'écrit 


(b(t), t +to), où b (t) — (dRsçn)eA (t + to) et b (0) —e. Aussi, 
la courbe t-+ (b (t—t,) a (t,), t) est définie pour t, — 8, <1< 
< ty + 6; elle constitue une courbe intégrale du champ X et a 
pour origine le point (a (to), to) = @r, (e, 0). Cette courbe est donc 
la restriction à Jos — 64, to + Ôglde la courbe intégrale t + w, (e, 0) 
(on utilise la propriété de celle-ci d'être maximale). Ainsi, le point 
2 (e, 0) est défini pour 0 < £{ <'t, + 6,, ce qui contredit l'hypothè- 
se de 7, <<1 pour e < ô,. DO , 


k + * 


On est en mesure de passer à la 

Démonstration de la proposition 4 de la leçon 20. Soit 
w : Î— 6 un relèvement arbitraire d'origine p, du chemin uw dans 
6. (11 existe au moins un relèvement w du moment que le fibré & 
est localement trivial et le segment JZ est compact.) Tout relèvement 
v d'origine p, de u s'écrit + w (t)a (t),où a: t:—> a (t) est un che- 
min d'origine e du groupe de Lie &. Il faut montrer qu'on peut 
prendre a de façon que le chemin v soit horirontal. 


Le vecteur tangent v (t) au chemin v s’écrit conformément à la 
formule (8) (où l'on substitue à u,v,wet ©,%,%R les courbes 
w,a,vet le triplet &, #, & respectivement et où f fait place à 
l'ection & X 9 —+ &): 


v (4) = (dAato)we0 (#) + (dLotty)at@ (6). 
Le dernier terme du second membre est transformé comme suit: 
(dLwo(nate (4) = (A Lwtty)ati) ° (dLartde) ((ALae}e"a (E)) = 
= (d Lotty)e ((dLaçn)e'a (t)) = ((dLaçny}e'a (4) É 


(voir formule (19) de la leçon 16), où L;(# de la première ligne 
s'interprète comme translation à gauche dans le groupe &, si bien 


que le vecteur (dLact)e a (t) s'assimile à un vecteur de T,8 = g. 
Aussi, on a pour toute forme fondamentale 8 sur & à valeurs dans g 


Ben ((dLwçt)acne (4) = (dLarnX "a (t). 
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D'autre part, si 0 est équivariante, alors 
8, ((ARatty)wcr} (t)) = (Ad a (t)71) Bury (12 (t)) = 
= (dLan)e! ((ARacn}eBirç ( ())]. 


Par conséquent, l'égalité 0 (v (t)) = 0 a lieu si et seulement si 


(Rat) Bioci ( (t)) + a (1) = 0. 


Cela prouve (pour H — Ann 86) que le chemin v: t + w (1) a (t) est 
horizontal sous la condition nécessaire et suffisante 


(10) a(t)= —(dRiw)@wu(w(t)) pour tout 161. 


Si l’on note que cette relation devient (9), (pour À'(t) = —0,, (w 0) 
et si l’on utilise le lemme 2, on aboutit au résultat voulu. CO 


+ XX + 


Lorsque nous avons introduit dans la leçon 20 la forme de cour- 
bure de la connexion H sur le fibré principal &, notre but a été 
de déduire à moindre frais du théorème d’'Ambrose-Singer la propo- 
sition 1 de la même leçon. Mais Q est susceptible d’une autre défi- 
nition qui s'avère plus commode à bien d'égards. 

On considère la connexion H comme projecteur H: a$ —+ aë& 
(voir leçon 17). 

Proposition 1. 


(41) Q = d6° (H X H). 
Démonstration. Cette formule signifie que 
Q (X, Y) = d0 (X", Y*) 
quels que soient les champs de vecteurs X et Ÿ sur 6, i.e. que 
(12) Q, (4, B) = (46), (47, B*) 


pour tout point pE 6 et À, BE T,6 quelconques. C'est cette 
dernière formule que nous allons vérifier. 

Comme les deux membres de (12) sont linéaires par rapport à À 
et B, il suffit de démontrer l'égalité proposée dans l'hypothèse où 
chacun des vecteurs À et B est soit horizontal, soit vertical. 

Cas 1. Les vecteurs À et B sont horizontaux (i.e. 8, (4) = 0 et 
6, (B) = 0), auquel cas (0, 01, (4, B) = 0, donc Q, (4, B) — 
— (48), (4, B). On a (12) parce que AH = À et BH — B, 

Cas 2. Les vecteurs À et B sont verticaux (i.e. A4 — 0 et BH — 
— 0). Le second membre de (12) est nul et le premier est égal à la 
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valeur en p de la fonction 
(13) Q(X, Y)=d8(X, Y)+--18, BI(X, Y) 


à valeurs dans g, où X et Ÿ sont des champs de vecteurs sur & tels 
que Xp = À et Ÿ, = B. Il est d'ailleurs connu (voir problème 13 
de la leçon 16) que XÀ et Y peuvent être des champs fondamentaux, 
i.e. on suppose que X = C* et Y = D, avec C et D des éléments 
(définis de façon unique) de l'algèbre de Lie g. Puisque 8 (C*) = 
— C = const et 6 (D) = D = const, on a (voir formules (22) 
et (34) de la leçon 16) pour X = Cet Ÿ — D* 
(d8)(X,Y)=X60(Y) —Y6(X) —6[X, Y] = —61X, Y] — 

= —6[(C*, D#] = —61[C, DI* = —[C, D]. 


D'autre part, 


[6, O1(X, Y) =[(68(X), 6 (Y)] —[8 (Y), 8 (X)] = 
= 21{60(X), 6 (Y)l = 21[C, DI. 


Aussi, la fonction (13) est identiquement nulle, si bien que sa valeur 


en p est CO. 
Cas 3. L'un de doux vecteurs est horizontal et l'autre vertical. 


On suppose pour fixer les idées que c'est À qui est vertical (B est 
donc horizontal). Dans ce cas, AH = 0 avec le second membre 
de (12). Comme 6 (B)=0, le premier membre est égal à (46), (4, B), 
donc à la valeur en p de la fonction 


(14) dO(X, Y) = X6(Y) —Y68 (X) — 8 (IX, YI, 


X étant un champ C*,C € 9, tel que CŸ = A,et Ÿ un champ ho- 
rizonta] pour lequel Y, = B. Mais {[X, Y1 = [C", Y] est alors hori- 
zontal (voir proposition 2 de Ja leçon 17), si bien que 6 ([X, Y]) — 
= 0. Vu qu'on a de plus 6 (Y) = 0et 6 (X) = C = const, la fonc- 
tion (14) est identiquement nulle. Aussi, sa valeur en pest 0. 

Cela achève la démonstration de la proposition 1. CO] 

Corollaire 1. La forme Q est horizontale. [ 


 * * 


Soit w une forme différentielle quelconque de degré r sur la va- 
riété & (à valeurs dans 7° en général). La forme 
Do=doc(Hx...xH), 


ns 


r+i fois 
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i.0. 
(Do) (Xo, À ..., X,) = (do) (XX, À, ..., XA), 
Xo Zu. À E 08, 
g'appelle différentielle covariante extérieure de ©. 
Chose à noter: quelle que soit ©, la forme Do est horizontale. 


La proposition 1 signifie par conséquent que la forme de courbu- 
re est la différentielle covariante extérieure de la forme de connexion : 


(45) Q = D6. 


Proposition 2 (identité de Bianchi). La différentielle covariante 
extérieure de la forme de courbure est nulle: 


(16) DA = 0. 


Démonstration. Comme dod =0, on a Dod =0, 
donc 


DA =—-—-D(8, 0J=—+-d(0, 6° (H x H x H). 


D'autre part, toute forme « de degré 2 à valeurs dans g et nu'im- 
porte quels champs de vecteurs À, Ÿ, Z vérifient selon la formule 
générale (35) de la leçon 16 l'égalité 
do(X,Y,2)=Xo(Y,2) +Yo(Z, X) + Zo (X,Y) — 
— © ([X, Y], Z) — © ((F, ZI, X) — w ([Z, X1], Y). 
Aussi 
doo(H{xXHXH)=0 


si la forme & sur & est verticale (est nulle à condition qu’au moins 
un de ses arguments soit un champ horizontal). 

Il nous suffit donc de démontrer que la forme (0, 6] est verticale. 
Or, cette propriété découle de suite de la définition: puisque 


[6, O](X, Y) =[(68(X), 6 (F)] —[6(Y), 6 (X)], 
on a [6, 6] (X, Y) = 0 si, disons, X est horizontal (et, partant, 
0(X) =0). DO 
On note que D o D 0 en général. 
Problème 2. Montrer que si $ est le fibré des repères d'un fibré vectoriel ë, 


l'identité (16) est équivalente à l'identité de Bianchi de la leçon 19 (voir pro- 
position 1 et formule (39) de la leçon 19). 


* + * 


Une forme différentielle w de degré r sur & à valeurs dans g 
est dite équivariante si 


R$io = (Ad a”) « 


#22 LEÇON 21 
( q— 


pour tout élément a de #, i.e. si l'on a pour n importe quels vec. 
teurs A1, ..., À, € Ty& en chaque pE&: 
Opa ((dRa)p Aus ++ (dRa)p 4) = (Ad a7°) ©p (Aus - .., À,). 
Problème 3. Démontrer l'équivariance de la forme de courbure Q. [ Indication. 


Utiliser le fait que R£oH = HoR£ sur les champs de vecteurs et que R$cd — 
— doR% sur les formes différentielles et démontrer que si & est une forme équi- 


variante, alors il en est de même des wc(H X ... X H)et do (donc de Do). 
Problème 4. Démontrer que 
(17) Do = do + [o, 0] 


pour toute forme horizontale équivariante « sur @. [/ndication. Commencer 
par le cas r = 2.) 


La formule (17) est connue sous le nom d’équation de structure 
d'Elie Cartan. Si «© = 86, elle devient Ja formule (6) de la leçon 20, 
qui est donc une équation de structure elle aussi. 


*k + + 


Puisque Ad est une représentation du groupe structural & dans 
l'espace vectoriel g, on définit (voir leçon 17) le fibré vectoriel as- 
socié £ [Ad}), si bien qu’on peut parler (voir leçon 16) des formes 
différentielles de degré r => 0 sur # à valeurs dans E [Ad]. 

Chacune de ces formes © fait correspondre par définition à tout 
point bE & et aux vecteurs À4,, ..., À, quelconques de T,® 
l'élément w, (4,, ..., À,) de la fibre F4 (8 [Ad)) du fibré £& [Ad]. 
D'autre part (voir leçon 1), les points de cette fibre sont autant d'or- 
bites [p, A], p€F, A E€Eg, de l’action du groupe & sur l'espace 
8 *X 9, définie comme suit: 


(pr À) a = (pa, (Ada) 4), a € &, 


et la formule j, (4) = {p, À), À € g, détermine pour tout point 
pEF l'isomorphisme de l'espace vectoriel g sur ff, (£ [Ad)). 
Aussi, l'égalité 
Op (Ai, es 4)= jp" (O8 (4x )pAus + « «à (d7)p45) 
As se. AE T6, 


définit bien une forme différentielle © sur $# à valeurs dans 9- 


Problème 5, Montrer que 
10 la forme 6 est différentiable, horizontale et équivariante; 
20 © @ établit un isomorphisme entre le F.8-module l' (Hom (Ar— a? 


© À [AdM) de toutes les formes différentielles de degré r sur 8 à valeurs dans 
ë (Ad]}et le F8-module des formes horizontales équivariantes de degré r sur &. 
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Ainsi, Les formes horizontales équivariantes sur & s'identifient na- 
turellement aux formes sur & à valeurs dans & [Ad]. 

En particulier, les connexions sur le fibré principal ë = (6, x, #) 
(ou, plus précisément, leurs formes de connexion) sont exactement les 
formes linéaires sur & à valeurs dans & [Ad]. 

Voilà une définition de la connexion de plus! 

La forme de courbure ® de chacune de ces connexions est une 
forme de degré 2 sur # à valeurs dans ë [Ad]. 


Problème 6. Montrer que si E est le fibré des repères d'un fibré vectoriel E, 
le fibré & [Ad] est canoniquement isomorphe au fibré End E. {/ndication. Chaque 
point de l'espace & (8 [Ad]) — € X 9 s'écrit [p, A}, avec p = (p1, ..., pn) 
le repère dans une fibre 4, de £, À un élément de l'algèbre çl (n: R), et 
{p, À) = [p’, 4’] si et seulement s’il existe une matrice C € GL (n; R) telle 
que p’ = pC et À’ = C-1AC. Aussi, l'opérateur linéaire #, — 4, de matrice 
A dans la base p dépend du seul point {p, A].] 

Problème 7. Démontrer que l'isomorphisme du problème 6 associe à la 
forme de courbure de la connexion H sur Ë la forme de courbure de Æ corres- 
pondante sur £. 


Ainsi, on n'a obtenu aucun fait nouveau relatif aux connexions 
sur les fibrés des repères, comme il fallait d’ailleurs s’y attendre. 
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Le dernier sujet que nous abordons dans cette leçon est la covs- 
truction de certaines SU (2)-connexions spéciales sur 2. Leur 
rôle et leur intérêt seront éclaircis dans la leçon suivante. 

On rappelle (voir problème 5 de la leçon 7) que les quaternions 
_£ = a + bj s'identifient naturellement aux matrices de la forme 

a b 


—bDb a 


(18) A = 


Puisque les matrices unitaires unimodulaires d'ordre 2 (éléments du 
groupe SU (2)) sont exactement les matrices (18), où aa + bb = 1, 
on voit en particulier que cette identification induit celle du groupe 
SU (2) et du groupe S° des quaternions de norme 1 (qui est la sphère 
unité de l’espace euclidien H): 


SU (2) = S?. 


L'algèbre de Lie (S° du groupe S° (espace tangent en 1 à Ja 
sphère S*) s’identifie alors naturellement au supplémentaire orthogo- 
nal de 1 dans H, i.e. à l'espace vectoriel H° de quaternions imagi- 
naires. Les matrices A4 associées s'écrivent 


| à b 


—D FT] a réel, 


ge 
i.e. ce sont des matrices antihermitiennes de trace nulle. Celles-ci 
forment l’algèbre de Lie su (2) du groupe de Lie SU (2) (voir leçon 
111.11), et la correspondance Ë ++ À, est donc pour £ € H' un iso- 
morphisme de l'espace vectoriel H” sur l'algèbre de Lie gu (2). 

Cela nous autorise à interpréter toutes les formes différentielles à 
valeurs dans 8u (2) (par exemple, les formes de connexion sur les 
SU (2)-fibrés principaux) comme formes à valeurs dans H’ 

(Question. L'isomorphisme H° Æ a3u (2) permet de transporter 
le “ocnet de Lie dans l’espace vectoriel H°. Qu'est-ce que cette opé- 
ration 


+ >» 


En particulier, les SU (2)-connexions données sur At ne sont 
autres que les formes différentielles linéaires à valeurs dans H' 


(19) A (x) = À, (x) de, 


où x = (2, x!, x°, x) et où « parcourt les valeurs de 0 à 3. Ce fai- 
sant, il y a intérêt à identifier R à H, i.e. à considérer l'argument 
x de (19) comme quaternion. (Faites attention au changement de 
notations pour la forme de connexion.) 

Soit donnée, par exemple, une forme (19): 


… x dx 1 xdx—dxx 
@0) AGE ne Tip *EH. 


Les notations employées sont claires encore que conventionnelles. 
La forme (20) s'écrit en détaillant 


A (= HÉRSEESE de + ARR dr + 


Lai — Zoj — Zik — Zoi+ Zij — Zok 


ER et 


dr; = 


_ dro— To dr + Ts dre — Ta drs i+ 


1+1x!? 
La dTo — Ta d2, —Zo dre +21 dts 
+ 1 + | x E ] + 


Ts dry Te dz; — T1 drs —Xo ds k. 


F EMESE 
Voici une autre formule pour cette forme: 


A(x)=Im{f (9 dx}, où fn) = er 
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La forme de courbure de la connexion (20) notée F est définie par 
F= dA +4 À A= 

= Im{d/(x) À dx + f(x) dx À f(x) dx} — 

Im (a+ | x |?) dx—x (dx x + x dx) À dx + x dx À x dx | _ 


(+ 1x1?) (+ 1x 13)? 
… dx À dx 
mors: 
j.e. par 
___ dx A dx 
(29 CCF LE) 
du moment qu'on a évidemment un quaternion imaginaire sous le 
signe Îm. 
Soit, plus généralement, la forme 
—b) dx 
(22) Ati GET , 


(aveo bE H et À un nombre strictement positif quelconque. Elle 
s'obtient à partir de (20) par la transformation 


XræÀx +b, bEH, 


composée de l’homothétie x-> Àx et de la translation x ++ x + b. 
Problème 8. Montrer que la forme de courbure de la connexion 
(22) s'exprime par 
__ Atdx À dx 
(23) Fo Th T 


Il se trouve que les formes (22) sont les seules parmi les formes 
(19) à posséder deux propriétés importantes. La première a trait au 
comportement de (22) si | x | — oo. 

Nous dirons qu'une fonction (une forme, et ainsi de suite...) est 
définie au voisinage de © s'il existe R, >> O tel que cette fonction 
(forme...) le soit pour |x| > À. 

On rappelle que deux fonctions numériques f et g définies au 
voisinage de oo sont asymptotiquement égales pour | x | + © (ce qui 
se note ÿŸ — g pour | x | —> co) si 


f (x) 
& (x) 


S'agissant de j et g à valeurs dans F}’ (ou dans tout autre espace 
vectoriel 7), la formule f — g, | x | + oo, signifie par définition 
l'égalité asymptotique de toutes leurs coordonnées (i.e., en des 
termes plus invariants, lof + log pour toute fonctionnelle li- 
néaire L: 7% — AR). Pareillement, la formule À = B, | x | — © 


1 pour |x| —+ co. 


326 LEÇON 21 
———_—_—_—_—__________ 


veut dire par définition pour deux formes différentielles À = À, dza 
et B = B, dr définies au voisinage de œ que À, = B, pour tout 
Œ — 0, 1, 2, 

Soit g: H—+S° une application différentiable définie pour 
[x|> À. Quel que soit R > R,, la composée de l’homothétie 
x— Rxet de la restriction de g à la sphère | x | = R est une ap- 
plication différentiable S° —+ S%, et son degré se trouve donc défini 
on) 111.26). Nous notons k ce degré de signe contraire (voir 
p. 935). 

à Problème 9. Montrer que le nombre k est indépendant du choix 
e 

Voici enfin la première propriété de la forme (22). 

Propriété 1. [l'existe une application différentiable g: 4 — S3 
définie au voisinage de o pour laquelle 


(24) À;,,b (x) — gt (x) dg (x) lorsque |x|—- co 


quels que soient À et b. Le nombre k associé est 1. 
Démonstration. Ilest clair que 4;,r À pour | x [| + 
— 907 AVeG À = À,,, la forme (20). Il suffit donc de démontrer (24) 
pour À. 
Mais on établit aisément que 


2 ge TA x lorsque |{x| — oo 
1+1x1 1+1x 1 
et 
: = _dxx+xdx 
dix| = à V xx = ES SIxl 
a ( x )= xl dElE _ 1x dE REX LE EÔX QE 
Ixl/ [x à HE 21x|° 7 21xP 


Par conséquent, 
AG) = Im x dx = Im < = (x) dg(x) pour 


[x] — co, 
où g (x) = _ . Il nous reste à dire que l'application g transforme 


la sphère S° dans elle-même et est la symétrie x > x sur $S3. La 
propriété voulue est vérifiée. [] 

On passe à la seconde propriété. 

Comme l'espace Ré = H est muni d'une structure euclidienne 
standard et d'une orientation, on définit sur lui pour les tenseurs 
antisymétriques l'opérateur de Hodge +. Cet opérateur est défini 
pour les tenseurs antisymétriques en chaque point de R$, i.e. pour 
les formes différentielles sur cet espace, et il opère sur les formes 
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différentielles basiques de degré 2 par les formules 
+*(dr° A dzt)= dr? A dañ, «(dzi À dr) — dx? À dr, 
(25) +(dx° À dr) = —dzt À dzf, +(dz' /\ dx) = — dx À dzri, 
«(dx A dr)= dzt Adz?, +(dzx? /\ dz')—  dzx° À drt. 
On étend + par linéarité aux formes à valeurs dans un espace 
vectoriel arbitraire (et, en particulier, aux formes à valeurs dans K'). 
On note que #° — 1. 
Une forme différentielle F de degré 2 sur l’espace 4 est dite 


autoduale si 
«FE = F 


(elle est anti-autoduale pour #F = —F). 
Propriété 2. Chaque forme (23) est autoduale. 
Démonstration. Les formules (25) entraînent que la ba- 

se de l'espace des formes autoduales est formée par 

dx À dr! + dr? A dx, 
dr À dr? — dx! A dx, 
da? À dr + dr! A dzxi. 

Puisque 

dx A dx = 
= (d20 + drli + dr?j + dk) A (dr — dzli — dx°?j — drfk) — 

— —2 {(d20 À dr! + di A dr) i +; 


+ (de A dx? — dr A de) j + (d20 /\ dx + dr! A da!) k}, 


cela démontre la propriété 2. O 
On a déjà dit que le rôle et l'importance de ces propriétés seront 
révélés dans la leçon suivante. 
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Equations de Maxwell du champ électromagnétique. — Interpréta- 
tion opératorielle. — Champs de jauge. — Instantons. — Formule 
de la charge topologique. — Fonctionnelle de Yang-Mills. — Poly:- 
nômes invariants sur un espace de matrices. — Classes caractéristiques 
des fibrés vectoriels. 


Les dernières constructions de la leçon précédente paraissent 
comporter un certain arbitraire, mais elles sont motivées par la 
théorie moderne des champs physiques. 

En physique, le champ électromagnétique est décrit par le vec- 
teur champ électrique E et le vecteur champ magnétique H qui 
vérifient dans le vide les équations de Maxwell 


(1) + = _rotE, divH=0, 
(2) L Æ =rotH,  divE—0. 


Dans le formalisme de dimension 4 de la Relativité restreinte, 
ces vecteurs forment le tenseur antisymétrique F dont les composan- 
tes s'écrivent en coordonnées 2 = ict, x! = x, 1° — y, 2 = 2: 


0 Fu Fo Fo 0 E, iE, iE, 
Fio © Fiys Fil | —iE, 0 H, —H, 
Fao Pas © Fes |—iE, —H, O0  H,l' 
Fo Fa Fe 0 iE, H, —-H, 0 


i.e., autrement dit, la forme différentielle 
F= 2, Fas dre À df=c(E,dr+E, dy+E,dz) À dt+ 
a< 
+H, dx À dy — H,,dz | dz+ H,dy f\ dz 


dont la différentielle extérieure est 


8F 
dF= > —% dat À das À di 
a<B dx 
0Fis Frs | Ô 
_ ( ) se FFC + FE) dz' À dx? À dæ°+ 


+ (Se Po Fe) dr® À dr? À de + 
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+ ( 8Fo1 __ 9Fos + Te.) dz° À dzt À dz° + 


02 dx CEA 
0F 0F oF 

+ (9 $e+ Lu) dat À dat À dr 
ôH 0Hy 9H 

= (SE + _ 2=) dz À dy À ds 


0E 
cf À Te) de À dy À d— 


dE, 0E; , 1 on, 
—e (5e +e À) dt À dr À ds — 


ÔE ÔE 1 0H 
—c | _ + RE FE) dt À dx À dy, 
si bien que deux premières équations de Maxwell (1) équivalent à 
dF identiquement nulle: 


(3) dF = 0, 


ie. à À fermée. 

Si l’on effectue des transformations formelles, il y a intérêt à 
supposer toutes les variables 1%, 0 < « < 4 (y compris x? |}, réelles, 
i.e. à considérer la forme F sur l'espace e R (cela équivaut à intro- 
duire le temps imaginaire it; c'est la rotation de Wick des physi- 
ciens). On fait agir sur F l'opérateur de Hodge *, ce qui donne la 
forme 
EF = Foi dat A da — Foy dat À de + Fos dr À de? + 

+ Fia du A de — F,, da A dr + F,3 de A dx! — 

= —ic (F7, dx + H, dy + H, dz) A dt + 

+i(E, dy A dz — E, dx A dz + E, dx A dy) 


(voir formules (25) de la leçon 21). Comme 


der= (Sur Put de Fe) dei À da? À dat+ 


ôz1 (6E 40) 
+ (AFa— da Pa) dat À de? À dr + 
+ (RS + D) dat À dat À d2+ 
+ (Pb de) a À du Aa 
=i(Se+ + ASS 


1 dE 
+ic (= ot 


2.) dt À dy À di + 
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ÔE 
+ic(—-+ TE + EE) dt À de À d5+ 


. {4 4E ôH 0H 
+ic (+= Set + SS | dt À dz À dy. 


les équations de Maxwell (2) équivalent à 
(4) deF —=0. 


[En présence de charges, l'équation (3) subsiste, et l'équation (4) 
s'écrit d x F — *ä4nip, où @ = p dt + j, dx + j, dy + j, dz (avec 
p la densité de charge et j., j,, j, les composantes du vecteur densité 
de courant).] 

Selon un lemme de Poincaré (voir leçon 111.20), l'équation (3) 
entraîne l'existence d'un potentiel sur R$, i.e. l'existence d’une 
forme linéaire 


(5) À = A, (x) dat, ax —=0, 1, 2, 3, 

telle que 

(6) F = dA. 

Cela signifie, en ce qui concerne les coefficients, qu'on a 
048 94, : 

(7) Fi Q, B—=0, 1, 2, 3. 


Le potentiel À doit vérifier l'équation du second ordre 


qu'on obtient en substituant F — dA dans (4). Il est défini à des 
transformations 


Q) A+ À + df 


près (/ étant une fonction arbitraire) qu'on appelle transformations 
de jauge. 


Si l'on est en dimension 3, le quadrivecteur À se décompose en le potentiel 
scalaire @ ct le potentiel vectoriel À. On annule par (9) œ et la divergence div A 
oser de jauge de Lorentz). L'équation E} devient par le changement de 

auge de Lorentz l'équation d'onde de d'Alembert 


14 93A 
et l'égalité (6) s'écrit 
4 GA 
E= —— FT H= rot À. 


Les champs E et H vérifient donc une même équation de d'Alembert, ce qui signifie 
physiquement que dans le vide le champ électromagnétique a la forme d'ondes 
électromagnétiques. 
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Chaque fonction différentiable f définit sur l'espace vectoriel F 
de toutes les fonctions différentiables sur R l'opérateur linéaire 


(10) T;: Ÿ + f, VEF, 


de la multiplication par f. Cet opérateur est inversible si et seule- 
ment si f est partout non nulle. 

Nous considérerons également sur F les opérateurs dérivation 
partielle par rapport aux coordonnées 


a—0, 4, 2, 3, 


a —— "s 
9x 


et les sommes 0, + T',. Il serait d'ailleurs bon d'écrire f au lieu de 
Ty, donc 4, + f au lieu de 4, + Ti. 

Cela étant, on fait correspondre à chaque potentiel (5) le quadri- 
vecteur opératoriel V de composantes 


(11) Ve = da +4 œ —=0,1,2, 3. 


Le commutateur de deux opérateurs V,, Vs (11) quelconques est 
donné par la formule 


[Var Vel = das — 0pA a: 


On voit donc que, primo, ce commutateur est l'opérateur de la mul- 
tiplication par une fonction et, secundo, cette fonction n'est autre 
que le coefficient F,4 de la forme F (voir (7)). Ainsi, 


(12) ET = [Ve Val 
pour n'importe quels «, B = 0, 1, 2, 3 (ce n’est certes qu'une autre 
façon d'écrire (6)). 

Pour qu'on puisse interpréter les transformations de jauge (9) 
en termes d'opérateurs, on considère, pour g une fonction quelcon- 
que nulle part égale à 0, l'opérateur composé V, o T,, i.e. l’opé- 
rateur 
Ÿ + Va (8Ÿ) = (04 + Ac) (gb) = (048) Ÿ + 

+ (2% + À à) Ÿ = & (Va + 87 08) Ÿ. 


On voit que 
Va Ty = Ty Vos 


OÙ Ve = Va + g” 0,8 sont les opérateurs (11) associés au potentiel 
A" de composantes 


& = À, + 87008 = Aa + da In g, 


i.e. au potentiel obtenu de À par une transformation (9), où f — In g. 
Ainsi, les transformations de jauge sont exactement les transforma- 
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tions À > À’ associées à Ve > Tgte Va oT, où à 
(13) Va > g”! oO VuoE 


(transformations par les opérateurs g = T,}). 

Faisons le bilan. On considère le potentiel du champ  électroma- 
gnétique comme quadrivecteur opératoriel de composantes (11), le champ 
F comme forme différentielle sur R% à coefficients opératoriels (12) 
et les transformations de jauge comme transformations de la forme (13). 
(Cela étant, les fonctions 4 subissant l'action des opérateurs s'in- 
terprètent physiquement comme composantes du champ électron- 
positron de Dirac.) 


+ $ 


Cet énoncé admet une généralisation immédiate. On estime que 
les fonctions À, des opérateurs (11) prennent leurs valeurs dans une 
algèbre de Lie matricielle 8 € g{ (n; K), i.e. on regarde le poten- 
tiel (5) comme forme différentielle linéaire sur R* à valeurs dans g. 
Comme la multiplication de matrices est non commutative, les 
commutateurs (12) s'écrivent 


Fap = 044$ — 04 + [A o, A sl. 
Autrement dit, 
F= }, Fapdre A ds, a, B—0, 1, 2, 8, 
a<ÿp 


est une forme différentielle de degré 2 à valeurs dans g qui s’expri- 
me moyennant À par la formule 


(14) = dA + AA A. 


Le champ physique décrit par une forme (14) s'appelle champ 
de jauge dérivant du potentiel A. Ainsi, le champ électromagnétique 
n'est autre qu'un champ de jauge dérivant d'un potentiel à 
valeurs dans g{(1; R). (Nombreux sont d'ailleurs les cas où il 
y a avantage à rester dans le cadre des algèbres de Lie des groupes 
compacts, si bien qu’on doit multiplier tous les résultats par 
l'unité imaginaire é — W —1 et supposer que le potentiel du 
champ électromagnétique prend ses valeurs dans l'algèbre de Lie 
iR = u (1) du groupe unitaire U (1).) 

Quant aux transformations de jauge, on les définit pour les po- 
tentiels matriciels comme transformations À ++ À° associées à (13), 
où g est une fonction arbitraire sur R$ à valeurs dans le groupe de 
Lie de matrices & d'algèbre de Lie g. 

Les coefficients des formes À et F étant des matrices d'ordre n 
opèrent sur les champs de vecteurs 4 de dimension n sur Rf, Comme 
tout champ et toute fonction matricielle g à valeurs dans & véri- 
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fient les identités 
(da ° 8) Ÿ = da (8) = (048) Ÿ +8 (da), a =0, 1, 2, 3, 


avec 0,8, 8 =||gfil, la matrice [| 4,g'il, on a 


(EI Vab) D = (871048) Ÿ + da + (8 Aug) Ÿ = 
= (04, +8 "Ace + 81006) V 


(comme plus haut, on omet ce). 
Cela signifie que les transformations de jauge s’écrivent 


(15) Ar g'lAg + g7' dg 


dans le cas des potentiels matriciels. La forme F devient par cha- 
que transformation (15): 


d (87 Ag + gt dg) + ("Ag + 8°! de) À (g”*Ag + 8"! dg) = 
= de"! À Ag+g"tdAg—g"1À À de + de”! À dg + 
+ 8""À À Ag+g"tÀ À de + g°! dg À g°'Ag + 
+gtdg À gtdg=g 1(dA4+ À À A)g=8g"Fe 


(on ‘rappelle que dg”! = —g"! dg g-}). La transformation F + 
— g7\Fg est dite de jauge elle aussi. 

Si l'on compare (14) avec l'équation de structure d'Elie Cartan 
(formule (38°) de la leçon 19), on établit de suite que tout champ 
de jauge n'est autre que la forme (tenseur) de courbure d'une con- 
nexion et que son potentiel en est la forme | Quant aux transfor- 
mations de jauge (14), ce sont exactement les transformations des 
formes de connexion dans diverses trivialisations (voir formule (17°) 
de la leçon 10). 


ue viennent faire ici les connexions? En voici une explication. 

Chaque champ de jauge F est en principe lié à un champ matériel . 
S'agissant du champ électromagnétique, c'est le champ bispinoriel de Dirac 
formé d'électrons et de positrons. Dans le cas général, on se donne, pour construire 
un champ matériel, un groupe de Lie matriciel # appelé groupe de symétries 
intérieures. (Le groupe $ du champ électron-positron de Dirac est U (1), groupe 


des transformations de phase + e{*.) Les particules du champ sont supposées 
posséder une structure interne qui subit l’action de &. Cette structure est dé- 
crite pour le champ nucléonique (formé de protons et de neutrons) par le spin 
isotopique, et le groupe % est ici SU (2) (groupe de symétrie isotopique). Elle est 
définie par un triplet de couleurs dans le cas du champ de quarks où le rôle de 
& revient à SU (3) (groupe de symétrie chromatique), et ainsi de suite. Lorsqu'une 
particule se meut dans l’espace de Minkowski suivant deux lignes d'univers 
distinctes d'origine x et d'extrémité y, ses états internes finaux ne sont pas les 
mêmes en général. Physiquement, on l'attribuc à l’action du champ de jauge 
correspondant, et, géométriquement, la cause en est la transformation du groupe 
d'holonomie $% que subit le vecteur d'état. 
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L'équation de Maxwell (3) (on rappelle qu'elle est vérifiée iden- 
tiquement par suite de (6)) a pour analogue l'équation de Bianchi 


dE=FNAA—ANF (ou DF =0) 


(qui présente la même propriété en vertu de (14)), ct l'analogue de 
(4) est 


dite équation de Yang-Mills. (Aïnsi, les champs de jauge ne sont pas 
ne connexions quelconques sur Ré, mais celles qui vérifient 
(16).) 

Si 4 = SU (2), les champs de jauge s'appellent champs de 
Yang-Mills. 

L'égalité (14) signifie que F — DA (voir formule (15) de la le- 
çon 21), si bien que l'équation (16) s'écrit pour le potentiel À: 


(17) D « DA = 0: 


c'est exactement la formule (8). 

La nature physique des champs de jauge exige qu'ils s’annulent 
à l'infini, i.e. que 
(18) ap (%)—+0, 1x] 00, 


pour tout & et tout f. 

On en tient compte par un procédé commode qui consiste à pas- 
ser au compactifié R° U {co} de R$. (Le champ F est prolongé par 
zéro en le point co.) Il y a avantage à utiliser la projection stéréogra- 
phique et à passer de l’espace RS U{co} à la sphère S$. En coordon- 
nées stéréographiques de pôle e,, le potentiel À est une forme dif- 
férentielle linéaire sur la sphère épointée Ut) = Si fe}, et la 
condition (18) est remplie si et seulement si l'on trouve sur la sphère 
épointée UT) = SK{_—e,} un potentiel B tel qu’il soit égal à O 
en e, et qu'il y ait, en dehors de --e,, une équivalence de jauge entre 
B et À. Le potentiel B est défini sur R£ sauf en 0, et il est lié à À 
en dehors de ce point par 


(19) À = g°'Bg + g”! dg, 


avec g une application différentiable REX {0} + . 

L'application g considérée comme SXK{—e,, e}—+# n'est 
autre qu’un cocycle du recouvrement à deux éléments {U(), U(NÈ 
de S* sur le groupe , si bien qu'elle définit un S-fibré principal Ë 
au-dessus de S*. Cela étant, les potentiels À et B sont les formes 
d'une connexion Y sur Ë, et le champ F est la forme de courbure de 
V (sur UN = Si {e,}; par hypothèse, la forme de courbure de V 
est nulle en e,). 
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Comme B est nul en e,, la condition (19) équivaut sur À à l’éga- 
jité asymptotique 


(19°) A = gl'dg pour | x |—+ co. 


Donner cette égalité, c'est définir de façon unique le fibré £& et le 
otentiel B, donc la connexion Y. 

Ainsi, on connaît deux langages absolument équivalents pour 
décrire les potentiels des champs de jauge de groupe ‘. Ce sont 
tantôt les formes différentielles linéaires (5) sur R° à valeurs 
dans 8 qui vérifient (19°), avec g une fonction définie sur Ré au 
voisinage de co à valeurs dans , et tantôt les connexions sur les 
G-fibrés principaux de base St, les fonctions g n'étant autres que. 
les cocycles de recollement de ces fibrés. 

Il existe entre deux champs (potentiels) une équivalence de jauge 
s'ils se transforment mutuellement par un automorphisme de £, 
sur S4. 

On note que cette réduction des champs aux connexions ne sau- 
rait être considérée comme complète puisque les premiers doivent 
vérifier en outre l'équation de Yang-Mills (16) qui ne s'appuie pour 
J'instant sur aucun support sensible. 

Et pourtant un physicien en tirera profit. On voit par exemple 
que chaque champ possède un invariant, classe d'homotopie des. 
applications S5—+ #4. Dans le cas du groupe SU (2) = $S*, cet 
invariant est caractérisé par un nombre entier (degré) À. Ce nombre 
de signe contraire est connu en physique sous le nom de charge to- 
pologique. 

* + »* 


D'autre part, on connaît un procédé d'élimination des équations. 
mystérieuses (16). Il consiste à se borner aux champs autoduaux ou 
anti-autoduaux, i.e. aux champs F (voir leçon 21) tels que 


(20) F — +F. 


Dans ce cas, (16) devient l'équation de Bianchi DF = 0, i.e. elle est 
nécessairement vérifiée. Ainsi, les potentiels des champs (anti-)auto-- 
duaux sur R sont exactement les connexions sur les fibrés principaux 
sur S* de formes de courbures (anti-)autoduales (qui s'annulent au 
point ei). 

Cette réduction à la géométrie est totalement adéquate. 

On note que la notion de champs (anti-)autoduaux n'a de sens 
que sur R' euclidien. [Bien qu'on définisse l'opérateur de Hodge * sur 
l'espace de Minkowski, on a #? — —1, si bien que les équations (20) 
ont lieu pour F — 0 seul.] 

Soit 4 — SU (2). Les champs autoduaux de charge positive et 
les champs anti-autoduaux de charge négative s'appellent multi- 
instantons. Un multi-instanton de charge k est un k-instanton. Ainsi, 
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les k-instantons sont les champs de Yang-Mills F de charge k tels que 
«F = (sgnk)F. 


(On verra plus loin que #F = —(sgn k) F n'est possible que pour 
F =0.} Les multi-instantons de k — { sont des instantons tout 
court, et si À — —1, on parle des anti-instantons. | 


On comprend maintenant qu'à la fin de la leçon 21 nous avons 
construit de façon explicite toute une série d'instantons F;,1. Belavin, 
Polyakov, Schwartz et Tyupkin ont été les premiers à le faire en 
1975. En 1978, Atiyah, Drinfeld, Hitchin et Manin ont montré que 
tout instanton n'est équivalent au sens de la jauge qu'à un, et un seul. 
instanton F;,r. Y1 nous est impossible d'en reproduire la démonstra- 
tion. 

On construit les analogues des F; » pour tout À (et le théorèmo 
d'Atiyah, Drinfeld, Hitchin et Manin reste juste), mais cette descrip- 
tion ne fournit pas pour | # | > 1 de formules explicites (si 4 > 1, 
À et b sont le vecteur quaternionique À — (À,, ..., À) et la (4 X k)- 
matrice symétrique quaternionique B assujettis à certaines condi- 
tions à étudier). 


Ces conditions sont: 


a) la matrice BB + 1TA est réelle diagonale, 
b) quel que soit le quaternion x € 4, les équations 


BE = x6, A6 = 0, 
— (E,, ..., E)T étant une colonne des quaternions, admettent une solution 
unique à = 0. 


Le changement de signe de X se ramène à permuter dx et dx. 


k + + 


La notion de charge topologique des champs de Yang-Mills sou- 
lève le problème de la calculer explicitement à l'aide du champ f' 
sans recours au potentiel À. Il se trouve que ce problème admet une 
solution élégante. 

Quelles que soient les formes 

F= D Fpdit A dm, G= À Gpdzt À dl 
a<B a<f 
de degré 2 sur Ré, la forme F A +G est de degré maximal 4. Elle 
s'exprime, on le constate facilement, par 


(21) F »G=— (2, FafGaf) dx, 


où dx = dr! A dx? A da A drt. Si F et G vérifient la condition 
(18), i.e. on les considère comme formes sur S', alors il en est de 
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même de F A *G, si bien que la compacité de St entraîne l'existence 
de l'intégrale 


| FA+G— | (X FasGus) dx. 
G4 Rs a<B 


Si F et G sont à coefficients numériques (réels), cette intégrale 
est notée (F, G) (c'est le produit scalaire des formes F et G). La for- 
mule (21) entraîne de suite que cette multiplication définit sur l’es- 
pace des formes (° (S') une structure d'espace euclidien (ou encore 
une structure d'espace préhilbertien, terminologie à préférer à cause 
de la dimension infinie de Q2? (St)). 

Si les coefficients des formes sont dans l'algèbre matricielle 
gu (2), il faut au préalable prendre la trace. On multiplie de plus 
par —1 pour obtenir le produit scalaire défini positif. Ainsi, on 
pose pour les formes à valeurs dans gu (2): 


(22) (F, G)= —{ Tr(F À #6). 
S 


Si on les interprète comme formes à coefficients dans H”, l'opération 
de prise de la trace devient 2Re, si bien que 


(22') (F, G)= —2 Re(F À *G). 
S* 


Problème 1. Montrer que la charge topologique k de tout champ de Yang- 
Mills est donnée par 


| 
(23) k= (F,.F), 
i.e. par 
(23') k= 1 ( Tr FAP). 
8n 
St 


La formule (23) jouit d’une autre propriété inattendue, savoir 
elle permet de caractériser les multi-instantons en tant que points 
de minimum d’une fonctionnelle. En effet, l'opérateur de Hodge # 
est évidemment auto-adjoint (symétrique) par rapport au produit 
scalaire (22). Aussi, ses sous-espaces propres associés aux valeurs 
propres +1 (i.e. les espaces des formes autoduales et anti-autoduales) 
sont-ils orthogonaux, et ils réduisent *#. Cela signifie que toute for- 
me } admet une représentation unique 


F — F(#) + FEU, 


avec F(#, F(-) orthogonales, la première étant autoduale et la se- 
conde anti-autoduale. Le carré de la norme || F | = (F, F} vérifie 


338 LÉÇUN 22 


donc 
LFIÉ = IE + FO IP, 


et on a pour la charge topologique k: 
_ 
ke (FOUR FO 12). 


Aussi 
(24) 1 FIZ8x21k1, 


l'égalité n'ayant lieu que si #F — (sgn k) F, i.e. pour les multi-ins- 
tantons. (On voit de plus que #F = — (sgn k) F est possible pour 
F = 0 seul; voir ci-dessus.) | 

D'autre part, le calcul direct par les formules explicites de Bela- 
vin, Polyakov, Schwartz et Tyupkin de la leçon 21 montre que dans 
le cas des multi-instantons l'inégalité (24) devient l'égalité. 


Problème 2. Vérifier cette affirmationepour k= 1. 


X * + 


On appelle fonctionnelle de Yang-fills une fonctionnelle sur 
l'espace de tous les potentiels À: à valeurs dans g8u (2), définie 


par la formule 
(25) Ar || Fa, 


où FA est la forme de courbure de la connexion À. Ainsi, les multi- 
instantons (ou, plus précisément, leurs potentiels) sont exactement les 
points de minimum d'une fonctionnelle de Yang-Mills. 

Remarque 1. On introduit en analyse fonctionnelle non linéaire 
(calcul des variations) la notion de point stationnaire d’une fonction- 
nelle (qui est un analogue de la notion de point stationnaire d’une 
fonction d’un nombre fini de variables). Il se trouve que Les champs 
de Yang-Mills sont exactement les points stationnaires d'une fonction- 
nelle de Y'ang-Mills. 

D'ailleurs, la question de savoir si ces champs qui ne sont pas 
des multi-instantons existent reste ouverte. (La réponse est positive 


pour le groupe SU (3) (champ de gluons).) 


X * * 


L'égalité maîtresse (23’) est un exemple de formules intégrales 
très générales relatives aux fibrés principaux arbitraires ou, ce qui 
revient au même en principe, aux fibrés vectoriels & quelconques, 
qui en expriment les invariants topologiques (plus précisément, les 
classes de cohomologie de certaines formes différentielles remarqua- 
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bles sur leurs bases) au moyen des formes de courbure des connexions 
sur ces fibrés. 

On construit ces formes après certains préliminaires. 

Soit Mat, (K) l'espace vectoriel de toutes les matrices carrées 
d'ordre »# sur un corps K (K — R ou K = €), et soit 


(26) F : Mat, (K)—K 


la fonction À ++ F (4), À € Mat, (K), polynôme en les éléments 


a; de la matrice À = || a; ||. 
Définition 1. La fonction (26) telle que 


F (AB) = F (BA) 


pour À, BE Mat, (K) quelconques s'appelle polynôme invariant. 
Problème 3. Montrer que la fonction (26) est un polynôme invartant 
si et seulement si 
F (C-'AC) = F (4) 


pour toute matrice non dégénérée C E GL(n; “*) (et toute AE 
€ Mat (K)). 

Les exemples de polynômes invariants sont la trace Tr À, le dé- 
terminant det À et toutes les fonctions symétriques élémentaires 
Où (A), 1<k<n, des racines caractéristiques Âus +. Àn de Ja 
matrice À (i. e., au signe de (—1}* près, les coefficients du polynôme 
caractéristique fa (À) = det | À — AE | de À). 

On note que 0, = Tr et o, = det. 

Problème 4. Démontrer que tout polynôme invariant F s'écrit 
comme polynôme en les polynômes o,, . .., &,. [{Indication. Démon- 
trer que la valeur de F sur une matrice diagonale D = diag (A,, ... 

 Àn) quelconque est un polynôme symétrique en À, ... 
si bien qu’elle constitue par le théorème fondamental de la théorie des 
fonctions symétriques un polynôme en 0, (D), On (D). Utiliser 
ensuite la propriété des matrices C-IDC,CE€ GL (nr; ©), d'être par- 
tout denses dans Mat, (K).] 

Problème 5. Démontrer que si F est un polynôme invariant, alors 


F (AT) = F (4) 


pour toute matrice À. [fndication. Les matrices À et AT ont mêmes 
racines caractéristiques. ] 

Les polynômes invariants ci-dessous seront de règle homogènes. 

Problème 6. Démontrer que les composantes homogènes d'un poly- 
nôme invariant quelconque sont encore des polynômes invariants. 

Ainsi, chaque polynôme invariant est somme de polynômes inva- 
riants homogènes. 

0F 


Soit F un polynôme, et soient F ; = ST les dérivées partiel- 
a: 


les de F par rapport à ses indéterminés ai. Quelle que soit la 
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matrice AE Mat, (K), les valeurs Fi (4) de ces dérivées forment une 
matrice |lFi(4)|l désignée par F' (A). 


0F  ,; 
On note que la formule classique dF = dz' devient pour 
la différentielle de la fonction (26): 


dF = F} dai, 
et, en notations matricielles, 
(27) dF(4)= Tr(F"’ (4) dÀ). 


Cette formule signifie qu'on a pour toute fonction matricielle 
différentiable tr À (t) = ||a; (t)|]: 


dF (4 (t , “< 
(28) LE Tr (7 (40) SE), 
d 
où AO est la matrice des dérivées jo . 


Lemme {. Si le polynôme F est invariant, les matrices F'(A) et 
A, À E Mat, (K) quelconque, commutent : 


(29) AF' (4) = F'(4) 4. 


Démonstration. Soit Ex l'unité matricielle || 646; I 
(matrice dont tous les termes sont nuls sauf cebui d'indice (k, !) qui 
vaut 1). F étant invariant, on a pour tout t ER 


(30) F ((E + tEx) À) = F (A (E + tEi)). 
Comme la matrice 


d(E+tE}) À 


_ L 
dt = Ex4 


est donnée par 
EX A = ||ôxa;|| 


(toutes ses lignes sont nulles sauf peut-être la ligne k qui coïncide 
avec la colonne ! de la matrice À) et la matrice 

dA(E+t£!) 
gr = AES 
par 


AE} = ||ai6;|| 
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(elle a toutes ses colonnes nulles sauf éventuellement la l-ième qui 
coïncide avec la ligne k de la matrice À), on dérive (30) par la for- 
mule (28) et on pose t = O0, il vient 


Fi (A) a} = F4 (4) ai, 


relation équivalente à cent pour cent à l'identité (29). O 


*k k + 


Soit E = (6, x, ©) un fibré vectoriel différentiable de rang n 
sur une variété différentiable Z. On se donne arbitrairement sur E 
une connexion À et on considère son tenseur de courbure R et les 
formes matricielles ( qui définissent R sur les voisinages triviali- 
sants U € © (voir leçon 19). 

Chaque fonction (26) est évidemment prolongeable en les matrices 
À dont les termes ne sont pas des nombres, mais les éléments d'une 
algèbre commutative arbitraire sur K. Comme la multiplication des 
formes différentielles de degré pair est commutative, on définit en 
particulier sur chaque U, pour le polynôme homogène (26) quel- 
conque, la forme différentielle F (Q) (on calcule F (Q) si l’on substi- 
tue Q; à a} dans F et qu'on considère toutes les opérations de mul- 
tiplication comme multiplications extérieures A). La matrice Q 
dépend du choix de la trivialisation de E au-dessus de Ù, et elle 
devient C-1QC par un changement de trivialisation, € étant la 
matrice de passage sur l'algèbre F U qui lie ces trivialisations (bases 
du FU-module l (£ lu)). Si F est invariant, la forme F (Q) ne dé- 
pend donc du choix de la trivialisation au-dessus de Ü, si bien que 
F (S) construites pour tous les voisinages U possibles sont compa- 
tibles sur les intersections. Par conséquent, elles définissent une for- 
me différentielle (sur K) sur la variété Z tout entière. 

Cette dernière forme sera désignée par F (R). 

On note que F (R) est de degré 2r, r étant le degré de F (qui est, 
on le rappelle, un polynôme invariant homogène). 

Proposition 1. Quel que soit le polynôme invariant homogène F, 
la forme F (R) est fermée: 

dF (R) = 0. 

Démonstration. Il suffit de montrer que dÆ (Q) = Q sur 

tout U. Comme l'opérateur d sur les formes de degré pair est une 


dérivation (il vérifie la règle classique de dérivation d'un produit), 
on calcule dF (Q) par (27) qui devient pour À = Q: 


dÆ (S) = Tr (F” (Q) A dQ). 
D'autre part, 
FT (Q)A dQ = F'(Q)A wA Q — F'(QA GA 0 
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2 ———————— 
(voir identité de Bianchi; formule (39) de la leçon 19), et 
F'(Q)A QG —=QAF"(Q) 
conformément au lemme 1 (appliqué à la matrice À = Q). Aussi 
F'(QG)AdWQ=EAR—-QANE, 
où & = F’ (Q)A w, donc 
Tr (F" (Q)A dQ) = Tr(EAQ—-QAE)=0. 0 
On rappelle (voir leçon II1.20) qu'on définit pour toute variété 
T et chaque 4 > 0 le groupe de cohomologie de de Rham H*® (qui 
est en fait un espace vectoriel sur R) à éléments les classes de coho- 


mologie [w] des formes fermées w de degré k sur ©. Si les formes 
considérées sont à coefficients complexes, on aboutit de même aux 


groupes de cohomologie complexes HT. 


Problème 7. Montrer que le vectoriel HEX est le complexifié de l'espace 
vectoriel HAŸ. [fndication. Si © — oj + io, où w, et ©, sont des formes à 
coefficients réels, alors do = da + { do, avec du, et do, des formes à coeffi- 
cients réels.) 

Pour des raisons d'homogénéité, H*® est également noté HRT. 
Selon la proposition 1, la forme F (R) est fermée, si bien qu'on 

2 | 
définit dans HK@ sa classe de cohomologie {F (R)l. Il se trouve 


que [F (R)] ne dépend pas du choix de la connexion H. 
Proposition 2. Soient H, et H, deux connexions sur un K-fibré 
vectoriel E, et soient R, et R, leurs tenseurs de courbure respectifs. On 


a, dans le groupe H KT, pour tout polynôme invariant homogène F: 
[F (R:)] = [F (R)]. 


Démonstration. Soient pr* A, et pr* À, les images ré- 
ciproques de À, et H, par la projection pr:  X [ —+ Z'. Comme les 
connexions sur tout fibré vectoriel forment un espace affine (voir 
leçon 18), on définit sur £ X Z pour chaque s ER la connexion 


HI = (4 —s) pr* H, + s pr* H.. 
Les connexions Hi constituent, c'est clair, une famille différen- 
tiable et définissent donc la connexion {H7} sur (E X 1) X I. Soit 
HI — {Hi }=1 sa diagonalisation (voir leçon 10), et soit Rl la for- 
me de courbure de HT. On a pourtoutt € F: 
HT = i*H} 


(voir formule (18) de la leçon 10), où à: Œ —+Z X I est l'injec- 
tion bi—+(b, t), b E Z. Mais pro i, = id pour t quelconque de 1, 
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si bien que it Hi = (4 —s) H, +sH,, donc itHÉ = (1 — t) H, + 
+ tH;. Par conséquent, 


MHI = ({—+t) H, +tH, 


et, en particulier, i$HT = H,, ifH! = H,. Aussi Ro = iôRT, R, — 
= i$RT (voir problème 1 de la leçon 19), donc 


F(Ro) = EF (R), F(R) = üF (R7. 


Or, on sait (voir proposition 3 de la leçon I11.20) que la corres- 
pondance & ++ (pr)*o induit pour tout À l'isomorphisme de groupes 
de cohomologie HT > H*(® X I) (et, partant, l'isomorphisme 
HET => HÈ(T X D). 

Puisque pr o i; — id pour tout t € Z, l'isomorphisme réciproque 
est déterminé par © if, d'où l'on tire que si wo est une forme 
fermée quelconque sur © X I, la classe de cohomologie &ëf [wo] — 
= {ifw] sur © ne dépend pas de £ € I. Quand ft —0, 1, on a, en 
particulier, [io] = [itwl. Si © — F (RT), cela fournit l'égalité 
cherchée ([F (Ro)l = [F (R,)]l. ©. 

Ainsi, quel que soit le polynôme invariant homogène F, la for- 


mule 
cF (E) = [F (R)] 


définit complètement dans le groupe H KT un élément cF (E). 

Définition 2. L'élément cf (£) est la classe caractéristique asso- 
ciée à F du fibré vectoriel E. 

Les classes cF (E) sont définies sous la condition nécessaire et 
suffisante que le fibré E — (&, x, 2’) admette au moins une con- 
nexion. Par conséquent (voir proposition 2 de la leçon 18), elles Le sont 
pour tout E vectoriel numérotable (en particulier, pour &' paracom- 
pacte). 

Dans la suite, la variété © sera supposée paracompacte, ce qui 
nous évitera des répétitions fastidieuses. 

Soit K — C. Puisque H&Z est le complexifié de HK = H°", 
on voudrait naturellement savoir pour quels F la classe caractéristi- 
que cF(E) est réelle (appartient à H?2') ou imaginaire pure (s'écrit 
i[w], avec [ol € H®). 

Soit F un polynôme invariant homogène de degré r à coefficients 
réels. 

Proposition 3. Quel que soit le fibré vectoriel complexe £, la classe 
caractéristique c(E) est réelle pour r pair et imaginaire pure dans le 
cas contraire. 

Démonstration. La variété Z est paracompacte, donc Ë 
est numérotable, si bien qu’il existe sur £ une métrique et une con- 
nexion À compatible avec la métrique (problème 7 de la leçon 11). 
La matrice ( des formes de courbure de À par rapport à une base 


5* 


ASIN AN dde 


orthonormée du module F (£ | u) est antihermitienne sur chaque voi. 
sinage trivialisant U (voir proposition 4 de la leçon 11), i.e. elle 


vérifie 

(31) AT = —Q, 

Mais on sait (problème 4) que F (QT) = F(Q). Le polynôme F étant 
à coefficients réels, 


F (Q) = F @). 


Comme 


F(—Q) = (—1)F (Q), 
cela prouve que 
F(Q) = F(QT) = F(—Q) = (—1) F @). 


Cela signifie pour r pair que la forme F (R) est réelle (si bien que sa 
classe de cohomologie [F (R)] dans HE % appartient à H?©) et, 
pour r impair, qu’elle s'écrit iw, ayec « une forme réelle (si bien que 
sa classe de cohomologie est lol où (we H"T). D 


Soit K = R. 
Proposition 4. Quels que soient le polynôme invariant homogène F 


de degré r impair et le fibré vectoriel réel EË, 
cF(E) = 0. 

La démonstration est une réplique de celle de la propo- 
sition 3 à la différence près que l’antihermiticité (31) fait place à 
l'antisymétrie 

QT — —(?, 
Aussi, F (Q) — (—1) F(Q), d'où F (Q) = O0 pour r impair, donc 
F(R) = 0. Par conséquent, 

cF(E =0. D 


L'étude des classes caractéristiques cŸ (E) sera poursuivie dans 
la leçon 23. 


LEÇON 23 


Classes caractéristiques de Chern et de Pontriaguine. — Nombres ca- 
ractéristiques de Chern et de Pontriaguine. — Propriétés des classes 
de Chern et de Pontriaguine. — Classes de Chern et de Pontriaguine 
complètes. — Caractères de Chern et de Pontriaguine. — Classe carac- 


téristique d'Euler. — K-foncteur. — Fibrés et espaces de type fini. 


On rappelle (voir proposition 1 de la leçon 111.19) qu'on a pour 
deux formes différentielles w, et w, quelconques 


d (o, A &@) = do, A &@3 + (—1)"o1 A de, 


avec r le degré de w,. Par conséquent, 

a) si w, et w, sont fermées, il en est de même de la forme w, A 
\ @; 
b) si l’une au moins des formes fermées &, et w, est exacte, la 
forme &,/\ w, l'est également. 

Aussi, la formule 


CA Co = [oi A ol 


définit bien le produit de deux classes de cohomologie c;, = [wl, 
Ca = [w,) quelconques. Cette multiplication est associative et anti- 
commutative (ce; A ca = (—1{}jira cs À ©, où r, = deg, r, — 
— deg c,). En particulier, la multiplication des classes de cohomologie 
de degré pair est commutative. 

Nous écrirons de règle cc; au lieu de c; A €. 

Remarque 1. Certains auteurs emploient la notation c, LU c:. 

Le problème 3 de la leçon précédente entraîne de suite que chaque 
classe caractéristique cF(E) est un polynôme en les classes caractéristi- 
ques 


(1) ci (E), ..., con (E) 


associées aux polynômes invariants élémentaires o,, ..., 0,. Ce fait 
explique la place spéciale des classes (1). 
Définition 1. Si K = €, les classes caractéristiques 


D = rc Ë) ræ=t, ..,n, 


s'appellent classes de Chern d'un fibré vectoriel complexe Ë. 

Selon la proposition 3 de la leçon 22, foutes les classes de Chern 
sont réelles. 

La classe c, (£) est de degré 2r, donc c, (£) = 0 si 2r => m, où m — 
— dim ©. Aussi, seul nous intéresse le cas 2r < m. 
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La définition des classes c, (£) se généralise facilement à r = Osi 
l'on suppose par définition que 


Co (E) = 1 


pour tout fibré Ë. (1 est en l'occurrence un élément du groupe H° 
associé à la fonction = 1; voir proposition 2 de la leçon III.20.) 
Définition 2. Si K —R, les classes caractéristiques 


pr ® = rc" (E), r=4À, ..., [+] 


s'appellent classes de Pontriaguine d'un fibré vectoriel réel £. (Les 


classes c0?r+1 (£) — 0 par suite de la proposition 4 de la leçon 22.) 
Par définition, on pose de plus 


Po (E) = 1 


pour tout fibré E. 
La classe p, (E) est de degré 4r, aussi ces classes ne sont -£0 quo 
pour 4r < m. 


Remarque 2. En topologie algébrique, on définit les classes caractéristi- 
ques de Chern et de Pontriaguine en tant qu'éléments des groupes de cohomologie 
sur Z dont les éléments sont en général d'ordre fini. Les groupes de cohomologie 
sur Z s'appliquent de façon naturelle dans les groupes de cohomologie de de 
Rham HAL. Tous les éléments d'ordre fini deviennent naturellement 0, et cet 
homomorphisme applique les classes caractéristiques sur Z dans les classes 
définies ci-dessus (qu'on appelle alors classes caractéristiques sur R). 


$ » *% 


Si la variété Z est de dimension m paire, »m — 2l, et que Z soit 
compacte et orientable, on définit pour tout fibré complexe £ sur 
et toute décomposition L = i, + ... + i, de ! en somme de termes 
positifs (au signe fonction du choix de l'orientation de 2 près) le 
nombre 


ci @= | «1 ŒE) A. Ac Eh ils <. à), 


appelé i-ième nombre de Chern du fibré complexe &. 
On définit de même pour m = 4l pour tout fibré réel & sur 
le i-ième nombre de Pontriaguine 


(= | pu ® À... À p1, E. 
Y 
ii, th), +... task 
Fait remarquable (qui découle de suite de la remarque 2 et dont 


la démonstration analytique directe est évidemment inexistante), 
ci (E) et pi (E) sont tous des entiers naturels. 
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Exemple 1. Si dim Z — 4, on définit pour tout fibré complexe £ 
sur Z' deux nombres de Chern c«.1 (Ë) et ca) (E) donnés (pour Z 
orientée de façon convenable) par 


1 1 
cu. n E) = er | TOATrO, co) = | det 0. 
J LA 


À 


Si & est un SU (n)-fibré, si bien que la forme prend ses valeurs 
dans l'algèbre de Lie gu(n) des matrices antihermitiennes de 
trace nulle, alors Tr Q = 0, donc cx,1) (E) = 0. Soit nr = 2. On 
établit de façon élémentaire que toute matrice antihermitienne de 


trace nulle À d'ordre 2 vérifie det À — + Tr 4°. Aussi, 


CE = — 5 | Tr(Q À ©). 
CA 


Quand Z = St, le second membre coïncide à des notations près 
avec le second membre de la formule (23') de la leçon précédente. 
Par conséquent, la charge topologique k d'un champ de Yang-Mills F 
quelconque est égale au nombre, de Chern ca (€) du fibré vectoriel cor- 
respondant (associé au SU (2)-fibré principal sur lequel F est une 
forme de courbure). 

Ainsi, la notion de charge topologique s’incorpore en fait dans 
la théorie générale des classes caractéristiques. 

On voit de plus que c« (E) du cas considéré est en réalité un 
entier. 


Problème 1. Démontrer qu'on a pour tout r > 0 
pr'(E) = (— 1)" car ŒC), 
avec EC le complexifié (voir leçon 6) du fibré vectoriel réel £, 


k XX  * 


Théorème 1. Les classes caractéristiques de Chern et de Pontriaguine 
présentent les propriétés suivantes : 

a. On a pour toute application différentiable f: ®" —+ Ÿ' et tout 
r>0 


Cr (FE) = fées (E), pr U*E) = *pr (E). 


b. Toutes les classes de degré positif sont nulles pour le fibré tri- 
vial 6 = 03: 


ce (8) —0, p,(8) =0, r>0. 
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c. Quels que soient les fibrés vectoriels & et n sur une même variéts 
©, on a pour toutr >0 


c,E®N)= À. ci (E) cn) = 


= Cr) +cs1 (6) can) +... + (E) ci (n)+ 0, (n), 
PE @ m= 21 pi (Ep; (= 


= D, (Ë)+ Ps (6)pa On) +... + P1(Ë) P5 1 (n) + p, (n). 


Démonstration. La propriété a découle évidemment des 
propriétés correspondantes des connexions et des formes de courbure. 
On a b sous la condition suffisante que le fibré trivial 6 admette une 
connexion pour laquelle toutes les formes of et, partant, toute les 


formes Qi sont identiquement nulles. Passons à la propriété c. 

Soient H% et H' des connexions arbitraires sur Ë et n respective- 
ment. Dans chaque carte gb , Où 6 — E ou n, la connexion AK est 
l'annulateur des formes 


(6) (6) (6), (© 
(2) Bi dat + Ph a) dax, i=1,..., nN=dimé, 


(2) 
où ai, z' sont les coordonnées dans $#h associées à une trivialisation 
donnée de & au-dessus de U et à un système donné de coordonnées 
locales dans U (voir leçon 10). D'autre part, les trivialisations des 
fibrés £ et n au-dessus de U définissent naturellement celle du fibré 
E On = (6, 7x, T) au-dessus de U qui est associée dans &u aux 
coordonnées «!, a PM A1<Li<n, 1<j<Lnnet 1Lk< m. 
Aussi, on considère (2) comme formes sur €6v, dont l'annulateur 
est (c’est clair) une connexion de E @ n sur U. Les connexions sur U 
différents sont compatibles sur les intersections (le démontrer |), 
et elles définissent donc la connexion Æ sur E @ n tout entier. La. 
matrice des formes de connexion H sur U est par construction la 
matrice bloc 
© O0 


O0 on 


avec oi et w' les matrices des formes de connexion AE et H" respec- 
tivement. En d’autres termes, c'est la somme directe @6/A w' des 
matrices of et own. Mais il découle dans ce cas immédiatement de 
‘l'équation de structure de Cartan que la matrice ( des formes de 
courbure de la connexion H est somme directe (6 @ Q"' des matri- 
ces des formes de courbure de HÉË et AH. 

Problème 2. Montrer que n'importe quelles matrices À et B d'ordre 
n, et n, respectivement vérifient l'égalité 
(3) o, (4 @ B)=— 2, 0:(4)0,(B), c0(4)=0(B)= 1; 
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où 0, à gauche et 0,, o; à droite sont manifestement des polynômes 
invariants élémentaires en les matrices d'ordre n, + n,, n, et ñn; 
respectivement. [/ndication. Soient o; (À) et o, (u) des fonctions sy- 
métriques élémentaires des variables À,, . .., An, et li, . .., ln, 
respectivement, et soient o, (x, y) des fonctions symétriques élémen- 
taires des variables À4, ..., Àn,, pu, . .., Hin,. On a les identités 


> a @tt= Î] (+200 


et des identités analogues pour 0; (À) et o, (4, ), si bien que 


nitns 


(ÉD ama)(S sw)" 5 ca, we, 
donc 
o,(À, u) = à. 0; (A) o; (u). 


Cela prouve la formule (3) pour les matrices diagonales et, partant, 
pour les matrices C- DC, D étant diagonale. On a par continuité le 
cas général (cf. problème 4 de la leçon 22).] 

On achève la démonstration du théorème si l’on applique (3) aux 
matrices À = QË et B — ( (et si l'on prend en compte la nullité 
des classes c°2r+1 (£) quand K = R). DO 

En termes de catégories, la propriété a des classes caractéristi 
ques est leur fonctorialité. Cette propriété n'est pas certes l’apanag: 
des classes de Chern et de Pontriaguine, elle est inhérente à tout: 
cf (£). Il en résulte que deux fibrés isomorphes £, E” et tout polynô 
me invariant F vérifient l'égalité cF(E) — cF(£'). Aussi, on regar 
de cF” comme application de l'ensemble Vect K® de toutes clas 
ses des fibrés vectoriels isomorphes de rang x sur © dans le group: 


de cohomologie HKT. 


L'application cF est dite classe caractéristique elle aussi (un nor 
pas très réussi à notre avis). 


Ÿ% + + 


La propriété c des classes de Chern et de Pontriaguine fait in 
troduire les sommes directes 


HKT=HLT © HKT E ... EHKT ® 


d'espaces vectoriels A2. L'espace H{T a pour éléments les 
sommes formelles 


= Go +as +... + dr +... 
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me, 


(qui s'arrêtent pour 2r > n), où a,, est un élément quelconque (appe- 

lé composante homogène de l'élément a) de HET. 11 est évidemment 

possible d'étendre à ces sommes l'opération de multiplication, ce 

qui transforme Hf#2 en une algèbre commutative avec unité sur K. 

On introduit maintenant une classe caractéristique cF(E£) € H2@ 

pour tout F invariant (non nécessairement homogène). On pose 
CF (E)= ce (E) + cl (ED ... cr (E) + 


par définition, F,, r > 0, étant les composantes homogènes de F. 
Définition 3. Les éléments 


cE= 2 ce 6)=1+0E+ +), K=C, 


[5] 
P(Ë)= > p,(È)—=1+p(E) + +Pf2] (Ë), K=R, 


r=0 


de l'algèbre H?*2’ sont la classe de Chern complète du fibré complexe 
ë et la classe de Pontriaguine complète du fibré réel £ respectivement. 
Chose à noter, la classe p (£) appartient en réalité à la sous-al- 


gèbre 
HD = HT D HTEO...DH"T EE ... 
de H*%. 

La propriété b du théorème 1 signifie que 
(4) c (8) = 1 et p (8) = 1 
pour le fibré trivial 6, et la propriété c équivaut à dire que 
(0) c(@n)=c(é)c(n) et p(Ë ® n) = p(E)p (n) 

ë et n étant des fibrés quelconques. 

Les applications c: E c(Ë) et p: E > p (E) de Vectf® et 
VectfZ (on emploie le même symbole pour un fibré vectoriel et 
pour sa classe de l'isomorphisme) dans H?*® et H*®' respective- 
ment s'appellent classes de Chern et de Pontriaguine complètes elles 


aussi. 
Les applications c et p sont définies pour tout n > 0, si bien qu'on 


les considère comme 
c: Vectg + H*#T, p: Vectn > H4#2, 


Vect,«? — LU Vectk? 


est la réunion disjointe des ensembles Vectf2?. 
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Remarque 3. Si la variété © est non connexe, il y a avantage à 
assimiler Vect:, 2’ à la réunion disjointe des ensembles Vect{2" 


par rapport à tous les n > 0 et à toutes les composantes 2” de 
i.e. à examiner les fibrés vectoriels dont le rang change avec la com- 
osante de ®). Si notre formalisme y gagne en élégance, les restric- 
tions triviales alourdissent par contre l'exposé. Aussi restons-nous 
fidèle à la définition précédente. Le lecteur peut (et doit 1) établir 
de lui-même ce qu'il advient si le rang du fibré varie avec la com- 
posante. 
Si l’on remplace les termes d'une somme directe de fibrés par les 
fibrés isomorphes, la somme devient un fibré isomorphe. Cela veut 
dire que l'opération @ est en fait définie sur l’ensemble Vect.,2 qui 


est (c'est clair) un demi-groupe commutatif pour ®. 

Les formules (5) signifient que les classes caractéristiques c et p 
sont des homomorphismes additifs-multiplicatifs (ils transforment les 
sommes en les produits) des demi-groupes VecttZ et VectpZ dans 


les demi-groupes multiplicatifs des algèbres H?*© et H#*% (formés 
de tous les éléments non nuls de ces algèbres). 

[On conçoit qu'en réalité c et p sont des homomorphismes dans les 
groupes multiplicatifs 1 + (H?*®)t et 1 + (HK*2)+* formés des 
éléments des algèbres H?*Z et H4*® dont la composante homo- 
gène de degré 0 est 1.] 

Remarque 4. La première formule (5) reste entière pour les 
classes caractéristiques sur Z (voir remarque 2), et la seconde tombe 
en défaut (on lui adjoint des éléments d'ordre fini). 


* + # 


On appelle série formelle invariante une somme formelle 
(6) F=F +F+... +F, +..., 


avec F, des polynômes invariants homogènes de degré r sur Math (K) 
(composantes homogènes de la série F). Comme cfr(E) — 0 si2r > m, 
la somme 

CF (E)=cFe(E)+ ... +c'r ) + 
d'une telle série est finie. C’est un élément de l'algèbre Hf22° qu'on 
appelle (ainsi que l'application cF: E + cF(E), ÈE€ Vecti 2) 
classe caractéristique associée à la série invariante F. 


On construit la série (6) pour K — C à l’aide de la série for- 
melle 


F=F+PRi+...+F +... 
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F, étant des polynômes symétriques quelconques de degré r à n 
indéterminées. On pose pour toute matrice À € Mat, (C) 


(7) F(4)= EF (us ..., An) 
AVEC Àjs + + +» An Îles racines caractéristiques de À. Si l'on choisit 
F, de façon que les nombres (7) soient réels pour À réelles, on abou- 
tit également à la série invariante (6) pour K = R. 
Soit, par exemple, 
F(A ... An) = en/27i + .. +ern/ent 
1.e. 


(8) Fc An)= D ir, 


où s,=ÀA+ ... +An. 


En théorie des polynômes symétriques, on démontre la formule de Waring 
qui donne 


_ _iyatiotes Late pen, lgls 
Sp—=7T D ( 1) A A TI 02. 


la sommation étant étendue à tous les entiers positifs 3, das « «+, Énv 1 + 
+ 2is + . +nin =r. 


Définition 4. On appelle caractère de Chern, et on note ch, la 
classe caractéristique sur Vect{.Z’ associée à la série (8). Ses compo- 


santes homogènes ch, constituent les applications 
ch, : Vectrd —+ HT. 


.. Ofn, 


La formule de Waring implique que quel que soit le fibré complexe 
£, la classe ch, & s'exprime par les classes de Chern: 


(init +in—1)l 
GO) chi=gg D (—tjiths SEE x 


x ca (Etc, En cn (E)" 
Par exemple, 
chË=n (n=dimE), 
ch, = c;(E), 
ch,6= 01 (6)? — 20, (6), 
ch,t= C1 (E)— 3c1 É) es (E) + 3cs ) 


et ainsi de suite. 
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A l'instar des classes de Chern, le caractère de Chern est défini 
pour tous les nr > 0, si bien qu'on le considère comme application 


ch : VecteL > HS, 
et qu'on assimile ses composantes homogènes ch, à 
ch, : Vectcæ HT. 


Avec la série invariante eM/2% + ,,, + ent on définit de 
même le caractère de Pontriaguine 


ph : Vectrg  H#D 
à composantes homogènes 
ph, : Vects 2 > HV". 


Les composantes homogènes ph, sur les fibrés & de rang n s'ex- 
priment par les classes de Pontriaguine : 


(40) ph, Ë = = D (— 14h ... +R] K 


2r— 1)! 
k CSS _— 
X ir .. — D} P: Œ):2: (E)*: D | "1, 


avec L — EI la sommation étant étendue à tous les entiers positifs 


kis Kas + + +, ka Soumis à la condition k, + 2k43 + ... + lki=r. 
Proposition 1. Les applications c et p vérifient les relations 
ch(E®n)=chE+chn, ph(E®n)=phE+phn, 
le. ce sont des homomorphismes des demi-groupes Vectc? et VectnT 
dans les groupes additifs des algèbres H**® et HZ respectivement 
(si bien que les applications ch, et ph, sont des homomorphismes dans 
les espaces vectoriels HŸZ et H#). 

Démonstration. Soient F (À) la série (8) des variables 
ls. Ang (u) la série (8) des variables pu, ..., nn ©t 
F (4, u) la série (8) des À4,..., Ang: Mis + es Mnn: Il suffit de 
prouver l'égalité 

FA H=F + EF (p). 
Or, elle a évidemment lieu parce que 


FQ)=en/rt+ + enpre F(h)=en/2tit.., + ennleri 


et 
F (à, p)= e1/27i + ... +e + eh/2tt L . Len (] 


La structure additive des algèbres H7*Æ' et H**2 est infini- 
ment plus maniable que leur structure multiplicative, ce qui avan- 


hne/2i J2xi 


A ——_—_—_—_—_—_—_———————_—————————__—_——— 
tage sensiblement les caractères de Chern et de Pontriaguine «à 
comparaison des classes complètes correspondantes. 

[La présence des dénominateurs dans (9) et (10) empêche malheu- 
reusement de définir ces caractères sur Z; voir remarque 2.] 

Un autre avantage des classes caractéristiques ch et ph est qu’elles 
constituent des homomorphismes pour la multiplication tensorielle 
i.e. on a pour n'importe quels fibrés vectoriels E et n 


ch (E @n)=chEchn pour K=€C, 
ph (E @n) = phEphn pour K = À. 


(Les classes c et p ne jouissent d'aucune propriété analogue.) 

Hélas! la démonstration des formules (11) nous entraînerait 
trop loin. (Voir d’ailleurs la remarque 3 de la leçon 24.) 

Problème 3. Démontrer ces formules pour dim & = 1 et dim n = 


(11) 


% + + 


En plus des classes cF, on définit pour les fibrés réels une autre 
classe caractéristique remarquable. 

Il est connu qu'on définit pour toute matrice antisymétrique À 
d'ordre pair son pfaffien Pf À, polynôme en les éléments de À tel 
que 

(Pf 4)° = det À et Pf (CT AC) = det C.Pf 4, 


C étant une matrice quelconque. 

On suppose maintenant qu'un fibré vectoriel réel Ë est 

a) orienté (voir leçon 7), 

b) muni d'une métrique, 

c) de rang pair n = 2l. 

Soient U & © un voisinage trivialisant pour &, s,, ..., s, une 
base orthonormée positivement orientée du module F (6 [ÿ}), et 
Q = || Qÿ | la matrice des formes de courbure dans s,, ..., s, d'une 


connexion sur & compatible avec la métrique. La forme différentielle 
Pf ( est alors définie sur U. Si l'on change de base, la forme 2 est 
remplacée par C-1QC, avec C la matrice de passage. Comme C est 
orthogonale (CT = C-1) et unimodulaire (det € = 1), P£f (C-1Q) — 
— Pf Q. Ainsi, les formes PfQ sont compatibles sur les intersec- 
tions, et elles constituent donc une forme différentielle Pf À de 
degré n sur la variété © tout entière. 

Problème 4. Démontrer que dPf R=— 0. {7ndication. Démontrer 


que les matrices Pf À — | a | et À commutent pour À anti- 
a 
symétrique quelconque; voir lemme 1 de la leçon 22.] 
Problème 5. Démontrer que La classe de cohomologie [Pf R] de la 
forme PÎ R ne dépend pas du choix de la métrique et de la connexion 
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D 


métrique sur E. (Indication. Quelles que soient les métriques Q, et 
Q, sur Ë, la fonction (1 — t) Q, + tO:, 0 <t<1, est une métri- 
ue.) 

1 Définition 5. La classe de cohomologie 


1)! 
ED = IPERI l=+, 


s'appelle classe d'Euler du fibré vectoriel réel orienté Ë de rang n — 
= 21, 


Son degré est n, et 


e (E)° = pa (Ë). 


Si » est impair, on admet par convention que e (£) = 0. 
Chose à retenir, à la différence des classes caractéristiques de 
Pontriaguine, la classe d'Euler n'est définie que pour Ë orienté. 
Problème 6. Soit —E le fibré dont l'orientation est opposée à 
elle de E. Montrer que 


e (—E) =—e (E). 


Quel que soit le fibré complexe Ë de rang x, son décomplexifié 
£e (voir leçon 6) est (voir leçon 7) un fibré vectoriel réel orienté de 


rang pair 2n, si bien qu'on définit pour lui la classe d’'Euler e (ER). 
Problème 7. Montrer que 


e (ER) = Cn (8). 

La classe d'Euler présente manifestement la propriété de foncto- 
rialité (propriété a du théorème 1), et elle est nulle pour le fibré 
trivial 6 (propriété b dudit théorème). On a également une répli- 
que de c. 

Problème 8. Démontrer que deux fibrés vectoriels orientés quel- 
conques Ë el n vérifient l'égalité 


(12) en) —e(é)e(n) 


sous l'hypothèse évidente que l'orientation du fibré ë @ n est indui- 
te par celles de & et n. [Zndication. Démontrer que Pf (A @ B) — 
— 1 A-Pf B, À et B étant des matrices antisymétriques arbitrai- 
res. 

On insiste sur la validité de (12) pour E et n de rang quelconque 
(non nécessairement pair). Aussi, on à en particulier e (£) = 0 si £ 
a un terme direct de rang impair. 

C'est le cas, par exemple, de £ admettant une section non nulle 
en tout point (car cette section engendre (le démontrer !) un terme 
direct de rang 1). Par conséquent, si e (£) 0, chaque section du fibré 
ë s'annule en un point au moins. 

Cette affirmation est à la base de la démonstration d'un nombre 
étonamment grand de théorèmes géométriques élégants et ardus. 


_— #—°: _- 


VUS 


Exemple 2. En temps et lieu, on établira par un calcul direct 
que la classe d’Euler e (x) est non nulle pour le fibré tangent + sur 
la sphère bidimensionnelle S°. 7! n'existe donc sur S? aucun champ 
différentiable partout non nul de vecteurs tangents. On dit de façon 
imagée qu'on ne saurait polir un hérisson idéal (i.e. recouvert entie- 
rement de piquants) ou encore que le cuir chevelu de tout être hu- 
main possède nécessairement un tourbillon. Ainsi, on donne à cette 
afpirmation le nom de théorème du hérisson ou de théorème du tour- 
billon. 


X * + 


Les formules (4) et (5) entraînent de suite qu'on a pour tout 
fibré vectoriel E£ € VectkT et tout À > 0 


c(E +6") =c(E) pour K=C, 
p(E+6")=p(£) pour K=R, 


avec 6% un fibré trivial de rang k. 

[On ne trouve pour la classe d'Euler e (Ë) aucune formule analogue 
à (13). Quant aux caractères de Chern et de Pontriaguine, il n'en 
existe que pour les composantes homogènes de degré strictement po- 
sitil : 


(13) 


ch, (£ + 8) = ch, (£), ph, (£ + 6") = ph, (E), 


avec r > 0.] 

Les formules (13) aidant, on introduit la 

Définition 6. Deux fibrés vectoriels E et n de même base 2 sont 
stablement équivalents s'il existe des nombres h et k tels que les fibrés 
E @ 6" et n @ 6* soient isomorphes, i.e. si l'on a pour le demi- 
groupe Vect,Z': 


E + 6 = n + 6À 
(et dim E + hk est nécessairement égal à dim n + À). 


J1 s'agit évidemment d'une relation d'équivalence au sens algé- 


brique général. 

Le corps de base K est en l'occurrence non seulement € et, 
mais aussi le corps des quaternions H. 

Remarque 5. Quand les variétés Z sont non connexes, la défi- 
nition 6 n'est guère commode. (Cf. remarque 3.) N'empêche que 


nous la laissons telle quelle. 
La classe de l’équivalence stable de £ sera notée [E], et on em- 


ploiera le symbole KKT pour désigner l'ensemble de toutes les classes 

de l'équivalence stable des X-fibrés vectoriels sur 2’. [On écrit sou- 
led gt CN un — 

vent Ko? ou KO (2) au lieu de Ka; Ky & ou KU(Z) au lieu 
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de Ke, et KT ou KSp (TZ) au lieu de Au. Mise en garde: 


La notation KcT fait souvent place à K (T').] 
Il est clair que la formule 


(El + nm = {En 


définit bien dans l’ensemble KT une opération d'addition pour 
laquelle il est un monoïde abélien (demi-groupe avec élément neu- 


tre). Son élément zéro est la classe [0] des fibrés triviaux 6", k > O. 
[On indique que Vect «7 ne possède pas d'élément zérol] 


Remarque 6. La construction du monoïde Æ.,2 a un sens pour 


tout espace topologique ©’. Puisque chaque fibré vectoriel sur une 
variété différentiable est isomorphe à un fibré différentiable, et deux 
fibrés différentiables isomorphes le sont différentiablement (voir 
remarques 1 et 2 de la leçon 10), cette généralisation conduit pour 


® différentiable au même monoïde KK«X. 
La formule 
f* (E] = ([f*E] 
définit évidemment bien pour toute application continue f: &’ — 
l'homomorphisme 


f*: KKkT + Kw«%", 


et (id)* = id, (fo g)* = g* o f* (i.c. Kw est un foncteur contrava- 
riant à valeurs dans la catégorie des ensembles). 
Chose étrange, le monoïde Kw n'a pas reçu de nom sonore 


(bien qu'il rende de grands services non seulement en géométrie, 
mais aussi en théorie des équations différentielles et pseudo-diffé- 
rentielles, pour ne citer que ce chapitre des mathématiques, et 
soit en algèbre à la racine d'une théorie autonome importante et de 


ses applications multiples). On l'appelle K-foncteur tout court (ou 


encore X-groupe s'il est un groupe) de l’espace 2 (et la théorie dont 
nous venons de parler est dite X-théorie algébrique). Bien qu'il s’agis- 
se là des appellations fortuites vides de sens, elles sont universelle- 
ment admises. | 

Selon les formules (13), les classes caractéristiques c et p (ainsi 
que ch, et ph,, r => 0) prennent même valeur sur les fibrés stable- 
ment équivalents, i.e. les égalités 


cÈl = c(E) pour X=C, 
PIE] —p(E) pour K=R 
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définissent parfaitement les homomorphismes additifs-multiplica- 
tifs 
c'Ael'—1+L(H4T), 


p'Ke + 1+(H#T), 
et les égalités 
ch, (E] = ché pour K={, 
ph, {El = ph,£ pour K=R 


définissent les homomorphismes additifs 
ch, : Ke HT, 
ph, : KT + HE. 


On souligne que les dernières applications n'existent que pour 
r > (0. 


XX #%  *% 


Puisque les groupes sont infiniment plus faciles à étudier que 


les monoïdes, on voudrait savoir quand le monoïde X (Z') en est 
un. Le problème s'avère purement topologique sans aucun lien avec 
la structure différentiable définie sur la variété Z. Aussi, on le 
traite en supposant que © est en général un espace topologique 
séparé normal (voir définition 3 de la leçon 111.9) quelconque, et les 
variétés différentiables sont des fois appelées espaces différentiables. 


Problème 9. Démontrer que toute variété séparée différentiable est un espaca 
normal. 


On rappelle (cf. définition 1 de la leçon 111.22) qu'une famille de 
fonctions n;: © +1,1<i< AN (supposée finie dans notre cas) 
est une partition de l'unité subordonnée à un recouvrement ouvert 
{U;,1<i< N}de l'espace Z si m +... +nx = Let n; = 0 
à l'extérieur de l’ensemble VU; pour tout à = 1, ..., N. Si © est 
différentiable, toutes les fonctions n; sont supposées posséder cette 
propriété. 

Problème 10. Démontrer que pour tout recouvrement ouvert fini 
{U;, 1<i< N} d'un espace normal ®, il existe une partition de 
l'unité subordonnée. (Indication. Construire le recouvrement {V;} 
subordonné à {U;} (voir proposition 6 de la leçon IT1.9) et la fonc- 


tion d'Ürysohn %; du couple (U;, V;) pour tout i—1,..., N 
(dans le cas général, l'existence de cette fonction est garantie par un 
théorème d'Ürysohn, et si © est différentiable, elle l'est par la 
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proposition 2 de la leçon III.14). Poser ensuite n; — œ;/p, où @ — 


=zhr... + Pl 

Définition 7. Un fibré £ — (6, ñn, Z) est de type fini si l'on re- 
couvre Z par un système fini d’'ensembles ouverts sur chacun des- 
quels & est trivialisable. L'espace Z est de type fini s'il en est ainsi 
de tout fibré £ sur ©. 

Il est clair, par exemple, que tout espace compact Z' est de type 
ini. 
f Mais certains espaces (et certaines variétés) sont de type fini 
sans être compacts. 


Problème 11. Montrer que l'espace R°' est de type fini. (/ndication. Démon- 
trer que tout fibré vectoriel sur R? est trivialisable.] 


Proposition 2. Pour tout fibré vectoriel Ë de type fini sur un espa- 
ce normal ', il existe un fibré vectoriel n (différentiable si L' et £ le 
sont) tel qu'on ait 


(14) [E] + [n) = 0 
dans le monoïde K4d. 


En particulier, le monoïde K (Z) est un groupe si © est de type 
Jjini. 

Démonstration. Par hypothèse il existe pour E — 

(&, x, Z') un atlas trivialisant fini {(U,, pr), 1 Li N}. Soit 
no) une partition de l'unité subordonnée au recouvrement t{U;) (voir 
problème 10). On construit pour chaque i = 1,..., N l’applica- 
tion gi: 6 —+ R", n — dim Ë. A cet effet, on pose pour tout 
point p EG | 

, {a :()x si PEËx, et p;(p)={(b, x), bEF, xER", 

Bi p)= si PéËU,, 


où b = x (p). Il est clair que l'application g; est continue (et diffé- 
rentiable dès que Z’ et E le sont). 
Soit g l'application & —+ R'N définie par 


g(p) = (gp), ..… en(P)} PEË 


[on identifie AN à R° x ... x R' (NW fois)], et soit 

Q: E — ON 
le morphisme correspondant (défini par œ(p) = me (p): ge (p)). 
pE&) du fibré £ dans le fibré trivial ON = (2 X R'N, pr, 


L'application de fibres 


Op : Fy —+ R'N 


——_—_—_——— ————————"—"  — ——— ————— — — 
induite par @ n'est autre, pour tout point b € 2”, que la restriction 
de g à Fr. Si ps (p) = 0, p EF, on a donc g: (p) — O quels que 
soient i = 1, ..., N. D'autre part, n, + ... + nx — 1, si bien 
qu'il existe un indice à, tel que n4, (b) £ 0. Alors p € U,,, et 
ni, (D) x = 0 si pi, (p) — (b, x). Par conséquent, x = 0, et p est 
donc l'élément zéro de l’espace vectoriel F4. Ainsi, l'application 
linéaire » est un monomorphisme pour tout b € 4. 

Soit &’ un sous-espace de ZX R'N, formé des points (b, x) 
tels que le vecteur x € RŸ soit orthogonal à l'image Im œ, du mo- 
nomorphisme s, et soit x’ la restriction à &’ de la projection 
pr: ZX RIN » Y. : 

Problème 12. Montrer que le triplet n = (8, x’, ©) est un fibre 
vectoriel (différentiable si tel est le cas de Ÿ et de E). (La seule chose à 
démontrer est certes la trivialité locale.) 

La somme directe F, @ #3 des fibres de E et n est isomorphe 
par construction pour tout point b € © à l'espace Im q, @© Fi — 
— RAN, Aussi : 
E © n = 67", 


ce qui est équivalent à (14). D 


Corollaire 1. Le monoïide K (Z) est un groupe pour toute variété 
séparée compacte ©. D 


LEÇON 24 


K-foncteur. — K-foncteur et K-foncteur. — Opérations À*, — Opé- 
rations d'Adams. — Groupes K£ÇS". — Invariant de Hopi. — Cons- 
truction de Hopf. — Certaines implications élémentaires. — Un 
théorème d'équivalence. 


Un autre procédé d'obtention du groupe À (4) (qui est plus 
commode sous certains rapports) s'inspire de la construction algébri- 
que générale du groupe de différences. 


Quel que soit le demi-groupe abélien M, le groupe de différences GM a pour 
éléments les différences formelles a — b, où a, b € AM, et deux différences a — b 
et a — b, sont égales si et seulement s’il existe c € A/ tel que a + b, + c — 
= @ + b<+oc. L'addition dans Gif est évidemment définie par 


(a — b) + (e — d) = (a + ce) — (b + à). 


+ 


Problème 1. Vérifier qu'on aboutit effectivement à un groupe. 

(Question. Quel est le rôle de l'élément c?] 

Le groupe de différences est souvent appelé groupe de Grothendieck, du nom 
du mathématicien qui en a largement utilisé la construction et en a fait l'objet 
de l'attention générale. (En algèbre générale, cette construction a été d'ailleurs 
connuc bien avant Grothendieck; il suffit de dire que c'est la façon dont on dé- 
duit l’ensemble des entiers à partir de celui des entiers naturels.) 


La formule 
x: a æ(a+c)—c, cE M quelconque, 
définit bien une application 
2: M— GA. 
Par définition, 4 (a) = % (b) si et seulement si A7 contient un élé- 
ment c tel queat+c—=b+ce. 


Problème 2. Montrer qu'il existe pour tout homomorphisme f: W —+ G 
du demi-groupe 1{ dans G un homomorphisme Gf: GA/ — G unique, qui clôt 
le diagramme commutatif 
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Le groupe de différences du demi-groupe Vect.«Z est noté KZ 
(les variantes KoŸ7, Æu À’, . .. sont les mêmes que pour le mo- 
noïde KkT). 

On conçoit que KK est naturellement un foncteur contravariant : 
quelle que soit l'application continue f: Z" >, la formule 

FFE — 0) = f*E — fin 
définit parfaitement l’homomorphisme 
f* : KT — K,yl” 


qui jouit des propriétés fonctorielles standard. 

Problème 3. Montrer que quand K—RouK=€, 

a) l'opération de multiplication tensorielle est transportée dans le 
groupe Kw ; 

b) K,® est un anneau pour cette opération. 

L'anneau KX,42 possède évidemment l'unité: { — % (6°). 


Les homomorphismes c, ch, p, ph prenant leurs valeurs dans les 


groupes sont prolongeables de façon unique (problème {) en les ho- 
momorphismes 


c, ch:KeT—H*#2 pour K=C, 
P,ph: KR HZ pour K=A. 
Ce sont ch et ph qui méritent une mention spéciale. En effet, les 


formules (11) de la leçon 23 (que nous n'avons pas démontrées!) en 
font des homomorphismes d'anneaux. 
Remarque 1. Puisque les groupes H°?*2’ et H*® <cont des es- 


paces vectoriels sur R, ch et ph induisent les homomorphismes 
d’algèbres 


ch 'KcT QR— HET, 
ph: KT QR— HAT. 
On montre (mais le théorème est ardu) qu'il s'agit des isomorphismes. 


Ce théorème est justement la raison d'être principale des homo- 
morphismes ch et ph. 


* * * 


On établit facilement que quels que soient les fibrés vectoriels sta- 
blement équivalents & et n, dans le groupe KT 
E — 07 = n — 67, 
où n — dim Ë, m = dimn,. 
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En effet, on trouve par hypothèse des nombres À et k tels que 
E + 6 = n + 6* dans Vect.47. Aussi 


E — 0" — (E + OÙ) — ph = (ny —L 64) — OM = à — pm 


dans Xk% (on rappelle que n +- h = m + ket 0"** = 6" @ 6). CO 


Par conséquent, la formule [E] ++ £ — 6", avec nr — dim E£, dé- 
finit parfaitement une application 


(1) ET — KT 


qui est évidemment un homomorphisme. 
On vérifie sans peine que l’homomorphisme (1) a son noyau trivial. 
En effet, si & — 6" — 0 dans Xk®, alors Ë @ n = 0" @ n dans 


Vect.«Z pour tout fibré n. En particulier, &£ @ 8 — 0" si n — 
= 6!, i.e. (E] — [0]). D | 
Si le monoïde K,Ç2 est un groupe (l'espace T est, par exemple, 


séparé, normal et de type fini), l'hkomomorphisme (1) est donc un mo- 
nomorphisme. 

L'image de (1) est formée par construction de tous les éléments 
E — 07, n — dim &, et elle est contenue par conséquent dans le 
noyau de l’homomorphisme 


(2) dim: Kigd' +2 
donné (évidemment bien) par 
dim (8 —n) = dim£ —dimn. 


Il se trouve que si le monoïde K«T est un groupe, l'homomorphis- 
me (1) est un isomorphisme sur le noyau de (2). En effet, soit dim (£ — 
— 1) = 0, ï.e. dim Ë = dimn. K«Ÿ est un groupe, si bien qu'il 
existe pour Ë et n des fibrés £’ et n’ et des nombres h et k tels que 
E DE’ = 6" et n ® n’ — 6". Considérons le fibré 6 = E @ nr’. 
Son rang est dim & + (k —dimn) =k, et 

E—n—(ê6+n) —-{(n+n) = € —06" 
dans le groupe KKT. O 

Les éléments du groupe K}2 s'appellent fibrés virtuels, et la 
valeur de l’homomorphisme (2) sur un fibré vectoriel virtuel est le 
rang (ou la dimension) de ce dernier. Ainsi, sur les espaces séparés 


normaux de type fini, les classes des fibrés vectoriels stablement équiva- 
lents s'identifient naturellement aux fibrés virtuels de rang (dimension) 0. 
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S'agissant de ces espaces, on définit donc le groupe Kw en tant que 
le noyau de l’homomorphisme (2). 
Les fibrés virtuels de la forme % (£) sont dits positifs. On les dé- 
signe d'ordinaire par &. (Mais le fibré # (0") est noté n.) 
Avec ces notations, l'application 
KT + KKT 
est donc donnée par 


. [El + E — dim €. 


On identifie de règle [£] à £ — dim Ë. 

Remarque 2. Si K — R (ou X = €), (2) constitue évidem- 
ment un homomorphisme d’anneaux (car dim (£ @n) — dim Ë dim n). 
Aussi, son noyau est-il un idéal de l'anneau K,42 et, en particulier, 


un anneau. Si le monoïde KT est un groupe, la formule 

[E) (n] = (E Qni—m IE] nn [n), = dimt, m=dimn, 
définit donc dans K K«?’, groupe pour l'addition, la multiplication pour 
laquelle KT esi un anneau. 


Algébriquement, l'anneau K,,2 s'obtient à partir de KxT par 
l'adjonction formelle de l'unité. 


*X + * 


L'anneau KZ" est muni d’une structure algébrique supplémen- 


taire remarquable. 

On rappelle (voir problème 11 de la leçon 12) que pour tout *- 
fibré vectoriel Ë sur 2 (K —=®R ou €) et tout entier 4 > 0, on 
définit le X-fibré vectoriel AE. (Si 4 — 0, on estime par conven- 
tion que ACE — 06!) 

Proposition 1. 7! existe des applications 

A À : KyT — Kw’, k=>0, 


telles que 
a) on ait 


M(z+y)= 2 M(z)M(y) 
i+j=R 


pour tout x et tout y de Kw; 
b) si x = %(Ë), alors 
M (x) = % (AE). 
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Ces propriétés caractérisent les applications À* de façon unique. 
Démonstration. Soit 1 + (Kw) [[t1]+ le groupe mul- 


tiplicatif de toutes les séries formelles de terme libre 1 sur l'anneau 
KKk=°. 

Soit l'application 

A: Vectiy® 1 + (Ke) [)* 
définie par 
AË= 2: LIAPE À. 
k=0 

Problème 4. Démontrer que A, est un homomorphisme. ([[ndica- 
tion. Quels que soient les espaces vectoriels 7° et #°, l'espace vecto- 
riel A (7° @ #°) est canoniquement isomorphe à la somme directe 


AY @ A par rapport à tous les i>0, j>0, i+j—k.] 
Il existe donc (voir problème 2) l'homomorphisme 


unique qui clôt le diagramme commutatif 


Vectg L Kx 2 


Ât At 
+ 
1+ (ke) [[t]] 
Soil 
Mr)= D'M(at, xEKUT, 
h=0 
auquel cas À": x ++ A} (x) sont les applications 
KT — KKT 


vérifiant la condition b). 
Dire que À, est un homomorphisme, c'est dire que 


À (x + y) = À (x) à (y) 


pour tout x et tout y de K,,.4°. Si l'on ouvre les parenthèses, on 


constate de suite que l'identité obtenue est équivalente à la condi- 
tion a). 
Ainsi, la proposition Î se trouve démontrée. [ 
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Il est clair que Les applications À* sont fonctorielles, i.e. on a pour 
toute application continue f: % —+ %' le diagramme commutatif 


On a certainement À! (x) = x pour toutr € K d' (ie. À! = id). 


Nous donnerons plus loin (voir problème 7) une formule expli- 
cite pour À x, x = £ —n, qui exprime le fibré virtuel À*x par les 
fibrés Ë et n. 


+ * + 
La série À (x) étant inversible, on définit la série 
d 
a *-t(@) 
À-+ (x) 


dont le terme constant est nul, i.e. 44 (x) s'écrit p!(r)t + .., 
... + W* (x) t* + ... Les applications 


Ve (e)= --1- In A (2) = —t 


s'appellent opérations d’'Adams. 


Problème 5. Démontrer qu'on a pour tout n > k 
YA (x) = 5 (A (x), ..., 2 (x), 


avec Sy (O1, - « ., On) les polynômes de Newton qui expriment le polynôme 
symétrique z5 + ... —+ À moyennant les polynômes symétriques élémentaires 
Ons - « «+ On- En particulier (voir formules de Waring, leçon 23), 


Y'a)= AG) = 2, 

E? (x) = À (x) — 222 (x) = 22 — 22 (x), 

WS (x) = 2% + 348 (x) — 3zÀ? (x), ct ainsi de suite. 
[Zndication. Soit f (t) = (1 + xt) ... (+ z,t). On a 


lLn 


1—+zrit 


{Ti 


+ ... 
1+zit 


+ In f(t)= = à (+... +zh)(— 1.) 


L'avantage des opérations #* comparées à À* tient à ce que Ÿ* 
est pour tout k => 1 un homomorphisme d'anneaux, i.e. on a pour 
tout x et tout y de K,7 
(3) pc + y) = 4" (x) + (y), 

(4) D (ay) = #* (x) p° (y). 
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La formule (3) étant équivalente à l'identité 14 (x + y) — 
= Vi (x) + 4 (y) est établie facilement: 


Ÿt (x +y)= —t _ In À (x + y) = tin (A4 (x) À (y)) = 


= — | _. [in À, (x) + In À (x)] = We (4) +, (y). 


J1 en va autrement pour (4) qui traduit un résultat géométrique lourd 
de sens. Sa démonstration s'inspire du 

Principe de scission. Pour tout “<-fibré vectoriel ë = (€, x, .{'), 
il existe un espace Y et une application continue f: Y —+ © pour 
lesquels 

a) l'applicatio;. f*: KL K:éÿ est un monomorphisme ; 

b) le fibré f*E sur ‘Y est une somme de fibrés linéaires (i.e. leur 
rang est 1). 

Pour que ce principe soit juste, la base Z de & doit remplir cer- 
taines conditions. [1 suffit, par exemple, que Z soit séparé et para- 
compact (en particulier, compact). Ce faisant, l'espace peut ap- 
partenir à la classe des espaces séparés paracompacts (resp. compacts). 
Nous passons sur la démonstration du principe énoncé. 


Problème 6. Construire le fibré P£ = (8’, n°, 4’) dont la fibre au-dessus 
de b E 4 est l'espace projectif P (FŸ) sur l'espace vectoriel FÈ (les points de 
P (FË) sont les sous-espaces de dimension 1 de Fi). Soit (n’)*£ l'image réci- 
proque sur €’ du fibré vectoriel £. Montrer que le fibré (x°)* Ë est somme directe 


d'un fibré linéaire et d'un fibré de rang n — 1. (Indication. Les points de l'espace 
total du fibré de rang { sont les couples (L, p), où LEé' et peL. 


Avec ce résultat, on effectue un pas de récurrence dans la dé- 
monstration du principe de scission. 

Celui-ci et la formule (3) entraînent qu'il suffit de vérifier (4) 
pour x et y des fibrés linéaires. D'autre part, si x l'est, alors 


(5) ÿ' (x) = 2" 
(on l'établit aisément). [En effet, si x est de rang 1, alors Àf(x) = 0, 
> 2, donc À, (x) = 1 + tx. Aussi, 


de) = tin (te) = EE D eh, 


égalité équivalente à (5).] Par conséquent, on a pour x et y linéaires 
pay) = (ay) = 2'y" = 1" (x) Ÿ(y) 


(on note que le fibré xy est linéaire avec x et y), ce qui prouve (4).{ 
On démontre de façon analogue l'égalité 


Apt (z) = pl (x). 
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(Si x est linéaire, il suffit d'utiliser la formule (5). Le cas général 
s'ensuit en vertu du principe de scission.) Cela signifie que 

(6) p'op= 

quels que soient k,L > 1. 

Remarque 3. Si Z’ est différentiable, l'espace Z et l'application 
f du principe de scission sont supposés différentiables eux aussi. On 
définit l'homomorphisme f*: H*Z —+ H*Y qui est un monomor- 
phisme. 

Cela donne de suite (voir problème 3 de la leçon 23) les formu- 
les (11) de la leçon précédente (i.e. les applications ch et ph sont 
des homomorphismes pour la multiplication). 

Problème 7. Dans le cas des espaces vectoriels (donc des fibrés vectoriels), 
on considère, en plus de A}, k > 0, le foncteur SÀ qui fait correspondre à l'espace 


7° l'espace vectoriel SkŸ°? de tous les tenseurs symétriques d'ordre k sur Ÿ°. Dé- 
montrer pour SÀ l'analogue de la proposition 1, i.e. construire les applications 


R: Di . 
$ KA ERA, k>0, 


pour lesquelles sk (x) = + (SRE) si x = % (£), et 


sh (z4y) = D st (x) s? (y) 
1+j=h 
quels que soient x, y € KKX. 
Démontrer également qu'on a dans l'anneau K4ç% pour les fibrés vectoriels 


E et n quelconques: 
AR(E—n)= D (—1) Ai (8) 5 (n). 
îi+j=k 


[Zndication. Utiliser le principe de scission.] 


S + + 


Les groupes K:47’, avec 2 = S", offrent un intérêt particulier. 


Nous nous placerons dans le cas K = € [le groupe O (n) étant non 
connexe, les difficultés techniques sont un peu plus nombreuses pour 
£ = R], et nous utiliserons à cet effet l'espace projectif complexe 
P". 
Les points de CP" sont par définition les sous-espaces de dimen- 
sion À de l'espace vectoriel C"+!. Soit € un sous-espace du produit 
direct C"+1 x CP", dont les éléments sont les couples (z, L), 
z E C"H, LE CP", tels que z € L,et soit n: € + CP" Ja restric- 
tion à € de la projection €"+! x CP" + CP?. 
Problème 8. Montrer que le triplet na+i = (8, x, CP") est 
un fibré vectoriel de rang 1. 
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La fibre de 1,4, au-dessus du point L € CP" est évidemment 
l'espace ZL lui-même, ce qui explique le nom de fibré tautologique 
qu'on donne à fn+. 

Si nr = 1, l'espace € P' n'est autre que la sphère de Riemann C*, 
si bien qu'il s’identifie donc naturellement à la sphère S°. Aussi, 
le fibré n, est un fibré complexe linéaire au-dessus de S?°, et il dé- 
finit par conséquent l'élément B, = {[n,}) du groupe KtS*. 

On montre (mais difficilement !) que X£S? est un groupe cycli- 
que infini de générateur f,. (Voir leçon 27.) 

L'élément f, considéré comme appartenant à l'anneau KÆ£S° 
est donné par 

Be = M2 — 1. 

On suppose que r7 = 2m et on identifie chaque pointt =(4,, ... 

tn) El'aupoint (t,, ...,t.) du produit 1? X...x 1°, où 


RER on, ue en mme 


m fois 
ti = (loin toi) à = 1, ..., m. Il est clair que le pointt du cube 


1" est sur sa frontière 1" si et seulement si t,; appartient pour au 
moins un i à la frontière du carré 1°. Il existe donc l'application 
continue 


f:57 x . x $2+ 5°, 


m fois 
dernière ligne du diagramme commutatif 


EX... x12= 1" 
L9X XX 
es | 
m fois 
i l 
SX... X S2—+ 2, 
avec YA l'application 1" —+ S" qui applique homéomorphiquement 
l'intérieur de 1” sur la sphère épointée S"X {s,} et la frontière 
I" en le point s,. 
Soit pri: SX ... X S°—S" la projection sur. le i-ième 
facteur, i = 1, ..., m, et soit 
Pn = prb: ... prmb: € Kc(S° X ... X 5°). 
(11 s'agit certainement de la multiplication décrite dans la remarque 
2.) On a les résultats suivants (qu'il est malheureusement impossible 
de vérifier): 
a. L'homomorphisme 


{* + KeS”" + Ke (S° x . X S?) 


est un monomorphisme. 


2 
Kkam 
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b. L'élément B; appartient à l'image de f* (si bien qu'il existe un 
élément B, défini univoquement de KeS°” tel que f* (B,) — Ba). 

c. L'élément B, est d'ordre infini. Il engendre le groupe KÇCS?". 

Ainsi, XçS°" est un groupe cyclique infini pour tout m>1. 

[On montre que AçS?"+1 = (0.] 

Problème 9, Démontrer l'égalité B? — 0. [/ndication. Utiliser la 


formule matricielle 
a 0 0 1 
e o e]-4 of 


0 —a 
a” 0 
et démontrer que n: € 1: = 12 © 1: ® 81) 
[Il en résulte que B2 = 0 pour tout n > 2. 
Le fibré n, est de rang 1, si bien qu'on a dans l'anneau XÇS? — 


= 1 + KeS° pour tout À > 1: 
dBa = Ÿ* (n2 — 1) = ns — 1. 
Mais n: = 1 + B, et B5 = 0, donc n? = 1 + kB, et, partant, 
Ÿ"B2 = hf. 


ab 0 
O0 ‘1 


Par conséquent, 

ÿ'Ba = pri (W*B2): ... + prm (PB) = KT (priBs- ... -prmfs)= 7B 
vu la propriété de fonctorialité, et 
(9) Yan = AT Bn, k>i,n = 2m 


(on recourt de nouveau à la fonctorialité de l'opération #* et à 
l'affirmation a). 


+* À  * 


Ces résultats relatifs aux groupes Æ£S" trouvent une applica- 
tion absolument remarquable dans l'ensemble de problèmes soule- 
vés dans la leçon 8 

Soit 

fiS +5" 
une application continue quelconque de la sphère S?"-! dans la 
sphère S”. On l'utilise pour munir la réunion disjointe B°" [| S" 
de la boule E?" et de la sphère S” de la relation d'équivalence 
suivante: deux points x et y sont équivalents si et seulement si ou 
bien x — y, ou bien xE S*-1, yEe S", f(x) = y. On note C (f} 
l'espace quotient correspondant. Il contient un sous-espace homéo- 
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morphe à S", dont le supplémentaire l'est à la boule ouverte B?". 
[On dit que C(f) est le résultat du recollement par f de B°" à S".] 

Quels que soient l’espace 2’ et son sous-espace 4, on désigne par 
ZA l'espace quotient de Z’ par la relation d'équivalence suivante: 
deux points de Z’ sont équivalents si et seulement si ou bien ils se 
confondent, ou bien ils appartiennent à .4. 


Problème 10. Montrer que %’/# est obtenu par recollement de l'espace 4 
au point pt par l'application .# — pt. 


En particulier, on définit pour C (f) l’espace C (f}/S. 


Problème 11. Montrer que C (f) est canoniquement isomorphe à la sphère 
S*: 
Ainsi, on a deux applications 
1 j 2 
S"—C(f}—+S", 
i étant une injection et j une application de passage au quotient. 
J1 se trouve que la suite de groupes et d'homomorphismes 


0 RS" À RC (1) <> KcS" +0 
est exacte. Cette fois encore, on se passe de la démonstration. 
Cette affirmation entraîne que si n — 2m, KÇC (f) est un groupe 
abélien libre de générateurs a et b, où 
a = j* (Ban); i* (b) = ph 


(a est défini de façon unique et b l'est à un terme ka près). 
Cela étant, i* (b?) = B} = 0 implique l'existence d'un nombre 
H (f) tel que 
b? = H (fj a. 


C'est l'invariant de Hopf de l'application f. [Le nombre X (f) dépend 
de la classe d'homotopie de f seule, d’où son nom. Nous n'aurons 
pas besoin de ce fait.] 

L'application j* est monomorphe, si bien que a? — 0. Comme 
i* (a) — 0, donc i* (ab) — 0, on a ab = ea, e étant un nombre. 
(Le nombre e est en fait égal à 0, mais cette précision est inutile.) 
Aussi 


(b + ka}? = b? + 2kea = (H (f) + 2ke) a. 


On voit que si b change, À (f) varie d'un nombre pair (si bien 
que seul son résidu modulo 2 est l’invariant). [Mais comme e — 0, 
c'est bien ZZ (f) qui reste invariant.] 

Théorème 1. L'application f avec invariant de Hopf H (f) impair 
n'existe que pour n = 2, 4, 8. 
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Toujours ces valeurs mystérieuses! 
Démonstration. On suppose que f avec H (f) impair 
existe. Soient C (f) l'espace correspondant, et a et b deux générateurs 


du groupe AC (f). Puisque #* (B,) = 4"B, et 4" (Ban) = "Ban, 
on a 
d" (a) = k'a et 1" (b) — q(k)a + k"b, n — 2m, 
avec g (k) un entier. En particulier, 4° (b) = g (2) a + 2"b. Or. 
4? (b) = b? — 2? (b) = H (f) a — 23° (b) 
(voir problème 5), donc wŸ° (b) = a mod 2. Aussi, g (2) est impair 
D'autre part, 
p'p* (bo) = 4? (g (k) a + Kb) — 
= (2"g (k) + kg (2)) a + 2"k"b = k"q (2) a mod 2" 
et | 
pp? (b) = p# (g (2) a + 27b) — 
= k"q (2) a + 2" (b) = k"g (2) a mod 2". 
Cela prouve (puisque 4? o p* = 1p# op’; voir (6)) que 
k"q (2) = k" q (2) mod 2” 
et que 
KM (KM —1) = 0 mod 2” 


pour tout k => 1 (en effet, q (2) est impair et nr — 2m). 
En particulier, on a pour tout k impair la congruence 


(10) k® — 1 = 0 mod 27. 
Il en résulte pour # = 5 et m > 1 que 5" = 1 mod 4, résultat pos- 
sible pour m = 21 pair seul. Mais dans ce cas 

em = (1 +002 (4 HO TS 4 721 FT mod 2, 


k — 1 + 2!, et la congruence (10) n’a donc lieu que si 22!+1= 0 mod 2”, 
ie. si 22= 0 mod 2‘. Comme la dernière congruence n'est juste 
que pour ! — 1 et 2, cela prouve que m = 1, 2 ou 4, i.e. n — 2, 4 
ou 8. 0 


*X + + 


Afin d'appliquer le théorème 1 aux problèmes de la leçon 8, on 
construit l'application 


(11) Cu: S7 + ç7, n=2m, 
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à partir d'une multiplication continue quelconque 


u:S""! xs"! 5"! 


(sans unité en général) sur la sphère S"-?. On procède comme suit. 
On suppose que S°?"-! est la sphère unité de l'espace unitaire C" 
et que C” est décomposé en somme directe €" @ C" de deux 
espaces C”. Les points de S?"-! s'écrivent donc comme (u, v), 
u, vVECT" et 


Qur+ive=t. 


On décompose maintenant la sphère S?"-! en réunion AH) (j H(#) 
de deux ensembles, où H(+) est une partie de S?"-? formée des 
points (u, v) tels que | u | > | v |, et 417) a pour éléments les points 
(u, v) tels que [ul < |v | 


Problème 12. Montrer que les formules 


q@) (u, De (—— —, Va) , (u, ve AO), 


EC 


pt) (u, v)= (V2 du, —— 


_— , (u VE HO), 


donvent les homéomorphismes 
pO): HG) STI X B7, 0): HOT X ST! 
où, comme toujours, GM-1={z€Cm; |z|=1}, Bn={2ECm; |z1<1), 
Les homéomorphismes œ{*) et œ(-) coïncident sur l'intersection H()= 


= HO) N At) (caractérisée par les équations [u|—|v| =) pour donner 


l'homéomorphisme 
go): HO) Gn-1x Gn-1, (u, v)r+(V2u, V2v). 


Soit, par exemple, m=— 1. Le sous-ensemble (0) est homéomorphe au tore 
S' X Si, et A(-) et H({*) sont des tores pleins à bord H(0) 


Chaque point y de la sphère S" (dans l'espace R°*+' de base 
Ep» + +» On) S'écrit comme 


— cos 0-x + sin O'e,, 
où xeS""! et — + <<. Lorsque —+<0<D0, y sera noté 
x, #10), =1+£0, et si 0SO,< F ; on emploiera le symbole 


{x, #10), t=1— 10 (dans les deux cas, t{ varie de O0 à 1, et si 


t— À, on obtient le point x, tandis qu'on a les points —e, et e, 
pour {—0(0). 
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Avec ces notations, on définit l'application c, par les formules 


(u, y) fétirnnnnt si (u, v)e HU), 
Cu (U, Y)= 
(mr) nf s mer 


On établit facilement qu’elles définissent parfaitement (même pour 
u —0et v = 0) l'application continue (11). DO 

On dit que c, est obtenue à partir de la multiplication lu par 
la construction de Hopf. 

Soit S, un point de la sphère S"-1!. Fixons-le et considérons les 
applications 


(12) X ++ H (So, x), X — Lx, So) 


de S"-! dans elle-même. Soient d,et d, les degrés de ces applica- 
tions. (Question. Dépendent-ils du choix de 8, 

c, étant l'application S$?-1 + S'"', n pair, possède l'invariant 
de Hopf H(c,). On a 


(13) H (c,) = did, 


Nous en omettons également la démonstration. 

Si la multiplication p a l’unités,, les applications (12) sont les 
identités, si bien que d, = 1, d, = 1. Alors À (c,;) = 1, ce qui 
n'est possible par le théorème 1 que pour n = 2, 4, 8. | 

Nous appelons unitoïdes les ensembles munis de la multiplica- 
tion avec unité, et les espaces topologiques sont dits unitoïdes topo- 
logiques s'ils sont des unitoïdes avec multiplication continue. Ainsi, 
la sphère S" n'est un unitoïde topologique que pour n = 1, 3, 7. 
(D'autre part, on sait depuis la leçon 8 que S” est un quasi-groupe 
différentiable pour ces valeurs de »n.) 


* + + 


Dans la leçon 8, l’entier naturel n a été soumis aux conditions 
suivantes: 

Qua. La sphère S"-1 admet une structure presque complexe; 

Prl. La sphère S" est parallélisable; 

Qgr. La sphère S" est un quasi-groupe différentiable; 

Div. L'espace 2" *! est une algèbre à division ; 

Div,. L'espace R"*} est une algèbre à division avec unité, 

et on a établi certaines implications. Par exemple, Div = Div, 
d'après le problème 14 de ladite leçon. 

Nous ajoutons à cinq conditions citées 

Unt. La sphère S" est un unitoïde topologique; 

Odd. 71 existe une application $?"*1— S"+# à invariant de Hopf 
impair. 
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(A vrai dire, la dernière condition suppose que n est impair, mais 
désireux d'éviter des restrictions triviales, nous convenons qu'elle 
a encore un sens pour x pair sans être jamais vérifiée.) 

La formule (13) admise sans démonstration entraîne Unt — Odd. 

Dans la leçon 8, on a démontré Qgr — Prl. On prouve facile- 
ment Prl = Unt, implication affaiblie de sens contraire. En effet, 
l'existence d’un parallélisme sur S” signifie qu'on définit en cha- 
que point x € S" une base orthonormée f, (x), . ..,f, (x) de l'es- 
pace tangent, qui dépend continûment de x. Soit À (x) une matrice 
d'ordre »n + 1 à lignes les vecteurs x, f, (x), ..., f, (x). Elle est 
orthogonale et telle que e,A (x) = x, avec e, = (1, 0, ..., O). 
Aussi, la formule 


u (x, y) = xA (es)7" À (y) 


définit sur S" la multiplication avec unité e. O 
On appelle multiplication vectorielle l'opération bilinéaire x, 
y— x X y sur un espace euclidien # si, pour tout xet tout y de 4, 
a) le vecteur x X y est orthogonal à x et à y: 


(x, x X y) —=0, (x X y, y) = 0; 
b) 
IxXyF+|(x M» =1xl#lyf 


(nous désignons par (x, y) le produit scalaire de deux vecteurs x et 
y; dans la Géométrie analytique, on a employé la notation xy). 

Une opération quelconque (non nécessairement bilinéaire) x, y — 
—+x X y sur un espace euclidien .4 est la multiplication vectorielle 
continue si elle remplit les conditions a) et b). 

Un espace euclidien .4 qui est une algèbre sur R est dit algèbre 
normée si 

lxyl=ixllyl 
quels que soient x, y € 4. 

Ces définitions sont à la base des conditions suivantes: 

Vect. 71 existe sur R" la multiplication vectorielle; 

Cont. [1 existe sur R”° la multiplication vectorielle continue : 

Norm. Il existe sur R"+1 la multiplication pour laquelle 7?" est 
une algèbre normée:; 

Norm,. Zl existe sur R"+1 la multiplication pour laquelle ®R" 
est une algèbre normée avec unité. 

L'exemple de la multiplication vectorielle usuelle montre que 
la condition Vect est satisfaite pour r7 — 3. Elle l'est de même quand 
n = 1. (S'agissant d'un espace euclidien de dimension 1, c'est la 
multiplication nulle qui présente les propriétés a) et b).) 

Si l'on prend les corps 2, C, H et l'algèbre Ca, on voit que 
la condition Norm, est remplie pour n + 1 = 1, 2, 4, 8. 

Il est clair que toute algèbre normée est une algèbre à division 


Ge 
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(quel que soit a € #, les opérateurs x ++ ax et x > xa ont leur 
noyau nul, si bien qu'ils sont non dégénérés vu que ./ est de dimen- 
sion finie). Aussi Norm — Div. 

Problème 13. Montrer que Norm <> Norm,. [Zndication. Cf. Pro- 
blème 14 de la leçon 8 

Soient e l'unité de l'algèbre normée .4, et .41 le complément 
orthogonal de .4. On désigne par x X yE At,x, y E.4! quelcon- 
ques, la projection orthogonale du vecteur xy sur #1. 

Problème 14. Montrer que l'opération x, y ->x X y est la mul- 
tiplication vectorielle sur #41. [Indication. Démontrer que 


xy°y = (y, y) x, où y = ka — y’ si y — ke + y’ ete L y’.] 


Par conséquent, Norm, — Vect. 

Inversement, soit .4” un espace euclidien muni de la multiplica- 
tion vectorielle, et soit # — Re ® .4’ un espace euclidien avec le 
produit scalaire (ae + x, be + y) — ab + (x, y) (i.e. la somme di- 
recte orthogonale de l’espace Re de dimension 1 et de .4'). 

Problème 15. Démontrer que l'espace .4 est une algèbre normée 
avec unité e pour la multiplication 


(ae + x) (be + y) = (ab — (x, y))e + (ay + bx + x X y). 


Par conséquent, Vect = Norm.. 

On a du même coup Cont — Unt. 

On établit sans peine que Vect-+ Qua. En effet, chaque multipli- 
cation vectorielle dans R" définit pour tout vecteur x € S"-! dans 
l'espace tangent 7,S"-1 = (Rx)! l'opérateur 


y =xX y, yE LS"! 


Comme |[x| —=1 et (x, y) —0, on a |Z;y | =1Ix |" | y |? — 
— (x, y) = | y |?, si bien que l'opérateur Z, est orthogonal. Z, est 
antisymétrique vu que (Z,y, y) = (x X y, y) = 0. Aussi, 7% — —id 


(voir problème 3 de la leçon 8), i.e. ces opérateurs sont les opérateurs 
structure complexe. [ 

Cette façon d'agir a été en fait la nôtre dans la leçon 8. 

L'implication de sens contraire sous forme affaiblie, i.e. Qua = 
= Cont, est prouvée sans difficulté. 

Soit x + /,, x E S°-!, la structure presque complexe sur la 
sphère S"-! de R". On constate de suite que les vecteurs y et 7; y, 
avec y le vecteur unité quelconque de 7,S"-?, sont linéairement in- 
dépendants (ils forment une base du sous-espace [y, Z,y] qu'ils en- 
gendrent). [En effet, si ay + bl,;y = 0, alors al,y — by = 0, donc 
(a? + b?) y = 0.] Aussi, on définit 

JxY— (y, Y)y 


X a 
X 3 lZY—(ZY y 
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(ce vecteur unité joint à y forme une base orthonormée de même sens 
que y; Zxy du plan [yx, Zxyl). Le produit x X y se trouve donc défini 
pour n'importe quels vecteurs orthogonaux x, y € S"-*. 

On étend ce produit aux vecteurs x, y quelconques de À" si l'on 
pose 


0 si x, y sont linéairement dépendants, 
xXYT V’ixl2—1y12—1(x, y}(u x v) dans le cas contraire, 
où 
2v — 
= “= ELEC DES 


ont le résultat du procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt 
appliqué à x et y. La multiplication ainsi construite possède (c’est 
évident) les propriétés a) et b). DO 


*X + *% 
Toutes les implications citées forment le schéma ci-dessous. Les 


flèches fines représentent celles qui sont ou bien triviales, ou bien 
établies de façon élémentaire. La flèche Z équivaut au théorème de 


| 


Qg  ——  Unt =——————— Cont 


7 


ee  ——— —— —  ———— Qua 


Odd 


Div, —— Div 3 


n+1=1,2,4,8 
|‘ 


Norm —— Nom, Vect 


Fig. 5. 
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Kirchhoff (proposition 2 de la leçon 8), et l'implication 4 découle da 
l'existence des algèbres R, €, M et Ca. Deux flèches grasses sont 
les implications que nous avons démontrées partiellement et (ou) 
avec des lacunes. La flèche 3 représente le résultat le plus profond 
et le plus difficile à prouver. 

L'implication d'ordre technique 2 est beaucoup plus simple. 
Nous en avons omis la démonstration qui s'appuie uniquement sur les 
propriétés générales élémentaires des X-groupes que nous n'avons 
pas eu le temps d’énoncer. 

Par une chasse au diagramme des implications, on voit de suite 
qu'on passe d’une condition à n’importe quelle autre, i.e. dix condi- 
tions imposées au nombre n sont toutes équivalentes. 

Un résultat étonnant! 

L'implication Prl = n + 1 — 1, 2, 4, 8 correspond à l'affir- 
mation B de la leçon 8. 

On voudrait évidemment que l'équivalence des conditions Div, 
Norm et Cont, par exemple, soit démontrée de façon plus directe. 
On ne dispose sur ce plan que d’un théorème de Hurwitz (fin du 
XIX° siècle) qui dit que toute algèbre normée avec unité est isomorphe 
à l'une des algèbres R, C, H, Ca (i.e. l'implication 4 est inversible). 
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Fibrés principaux sur les sphères. — Application caractéristique pour 
le fibré Ton+t. — Application caractéristique pour le fibré Unie — 


La non-existence d'un parallélisme sur les sphères S#!*1. — Groupes 
d'homotopie des espaces pointés. — Une autre définition des groupes 
d'homotopie. — Groupes d'homotopie et classes d'homotopie des appli- 
cations de sphères. — Groupes d'homotopie des espaces abéliens. 


On a établi (voir leçon 24) que les applications à invariant de 
Hopf impair n'existent que pour rz = 1, 2, 4, 8. Outre qu'elle paraît 
un peu artificielle, cette démonstration lacunaire ne touche pas au 
fond du problème. Dans cette leçon et dans les deux leçons suivantes, 
nous élaborerons un procédé plusdirect, dépourvu du défaut mention- 
né, qui nous permettra ensuite d'aborder les X-groupes. On s'ap- 
puiera en l'occurrence sur l'exemple des sphères S" + non paralléli- 
sables pour nr = 41. 


Où * 


Soit & = (8, p, S'#) un fibré principal arbitraire sur la sphère 
S"'+! (pour des raisons de commodité, la projection est ici notée p 
et non x comme antérieurement), et soient U,_, et U,, deux ouverts 
de S'+! formés des points x € S"+! pour lesquels z"+} < 1/2 et 
"Hi > 1/2 respectivement. 

Problème 1. Montrer que le fibré & admet une section sur cha- 
que U,_), U(+). Undication. Les ensembles U,., et U,+, sont homéo- 


morphes à la boule ouverte (n + 1)-dimensionnelle B'+1.] 

Soient sç_, une section de & sur U,.,, et +, celle sur U,},. On 
définit pour tout point x € U,_,f\ Ur+, (en particulier, pour tout 
point x de l'équateur S": z+1 = 0) l'élément 

Tx = v(s+ (x), S> (x)), 
avec + la translation pour Ë& (voir leçon 1). (L'élément 7x est défini 
pour le fibré (SO (n + 2), p, S"*) de la leçon 8 par la formule 
Tx =5;} (x) s-, (x).) Dans le cas général, 


Sc) (x) = 4) (x) Tx, x ES". 
L'application 
(1) TS +4, x Tx, XxES”, 


est manifestement continue. C'est l'application caractéristique (pour 
le fibré principal E). 
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L'application T dépend certainement du choix des sections 
S-) OÙ S4+) 

Soient S(_), S,) deux autres sections de & sur U(_, et U(4, respec- 
tivement, et soit 7°: S" —+ & l'application caractéristique asso. 
ciée. Si 

ho: Un +8, hu: U 3% 


sont définies par 
hç_ (x) =7T (s6-)(x), 56 (x), 
h4 (x) = 7 (sc) (À), Sc (x); 
on a sur S” 


T' (x) = RC (x) T(x) hp (x), x ES". 
On introduit pour tout point x € S" et tout nombre t € I, I — 
= 10, 1] les points uç., (x, t), hc+ (x, t) de la sphère S°+* donnés 
par 


LU) (x, t) == COS + t.x—sin + Leh+1, 


14 . 
La) (X, L)= cos —- ex + sin = LoChyte 


(Si { varie de 0 à 1, ces points parcourent les segments du méridien 
de S”+! qui joint x de l'équateur aux pôles —e, +: et e, +, respecti- 
vement.) La formule 


FRt)=h (te 1) TR) he 0) xES", 1€ 
définit une homotopie 
F: S'xX1—5$ 
(voir définition 3 de la leçon 111.26) qui relie 7” à l'application 
a"1Tb: x + a 1T (x) b, 


où ah) (—e1#), b = h4y(en +). 

On suppose que le groupe # est connexe par arcs (propriété évi- 
dente pour le groupe SO (n + 2)) et qu'il existe donc dans & deux 
chemins w et v qui joignent les points a et b à l'unité e de &. La for- 
mule (x, t)r+u (t)-1T (x) v (t) définit une homotopie reliant a”!7b 
à T. Ainsi, les applications 7 et T’ sont homotopes. 

Autrement dit, sè le groupe & est connexe par arcs, la classe 
d'homotopie {T] de l'application caractéristique (1) ne dépend pas 
du procédé de construction (du choix des sections-sç_, et s4,). On 
l'appelle classe caractéristique du fibré &. (Il n'existe aucun lien di- 
rect entre [7] et les classes caractéristiques des leçons 22 et 23.) 

Si & est trivial (et admet donc une section s sur la sphère S"+ 
tout entière), on assimile s_), $+, aux restrictions de s à U(_, et 
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U,+# respectivement et l'application caractéristique 7 ainsi obtenue 
est l'application constante const, qui envoie S” en l'unité e du 
roupe . Avec le nom de classe triviale qu'on donne à la classe 
d'homotopie de const., on dit par conséquent que la classe caracté- 
ristique d'un fibré principal trivial est triviale. 

On désigne par 7, l'ensemble de toutes les classes d'homotopie 
des applications continues de la sphère S" dans le groupe connexe 
par arcs Ÿ. 

Par définition [7] € x,%. 


Problème 2. L'ensemble #S° de toutes les applications continues S" + % 
est muni de façon naturelle d'une structure de groupe. Montrer que 
19 toutes les applications homotopes à l'application constante 


const. : S° —+ , Xe, xE S", 


jorment un sous-groupe invariant de ES" : 
2 les classes suivant ce sous-groupe coïncident avec les classes d'homotopie des 


applications S" +> 4. 


L'ensemble x, est donc défini naturellement en tant qu'un 
groupe. En écriture additive, il s'appelle n-ième groupe d'homotopie 
du groupe connexe par arcs &. Son élément zéro est la classe tri. 
viale [const,). 

Il est clair que la classe caractéristique [7] € x, 4 dépend seule- 
ment de la classe de l’isomorphisme du fibré principalë, i.e. elle est 
la même pour les fibrés isomorphes. 


Problème 3. Montrer qu’inversement, les fibrés principaux de groupe # 
sur la sphère Ni qui ont même classe caractéristique, sont isomorphes. 


Dans ce sens, le groupe x, 3 classifie les -fibrés principaux sur 
n+l 


On note que nr > 1 dans ce cas. 


Problème 4, Désigner par n,$ le groupe quotient de $ par sa composant 
de l’unité et montrer que le groupe 1,$ classifie les $-fibrés principaux sur l 


circonférence S!. 


En particulier, si est connexe par arcs, tout G-fibré principa. 
sur S! est trivial. 

On voit que l'affirmation B de la leçon 8 sur les sphères S” no: 
parallélisables équivaut à dire que La classe caractéristique di 
SO (n + 1)-fibré Ton — (SO (n + 2), x, S"*!) est non trivial 


pour n = 1, 3, 7. C'est justement cet énoncé de B que nous allons 
prouver. (On remarque que le problème 3 n’est rien pour la nouvelle 
formuletion de ladite affirmation.) 
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Il se trouve que l'application caractéristique T : S" —+ SO (n + 1 
pour le fibré ton, peut être donnée par une formule explicite 

Soient a, b, b=£ —a, deux points quelconques de S"#!, On dé. 
signe par R (b, a) l'élément de SO (n + 2) qui laisse fixes tous les 
vecteurs orthogonaux à a, b et qui réalise, dans le plan défini par a 
et b, une rotation d'angle x qui envoie a en b. (Si a — b, R (b, a) 
est l'identité.) En particulier, la transformation À = R (e,, e, ,,)? 
est une rotation d'angle x dans le plan engendré par deux dernières 
coordonnées. 


Problème 5. Montrer que la rotation R (b, a) est définie par 


R (b, ajax PE (a+ b) +2 (ax) b, xe K7+2, 


On note que R (a, b) = R (b, a)”. 

On définit pour tout point x € U,_, (resp. x € U(4;) la rotation 
Lo R(Ax,e,+,) (resp. R (x, e,4+1)) qui transforme le vecteur e,,, 
en le vecteur x. Cela signifie que les formules 


S-) (x) = 40 R (x, en+1), x € Ve, 
SH) (x) = R (x, en), x E U(+), 
définissent les sections 
S! Ut + SO (n +2), 4: V4) — SO (n + 2) 
du fibré ten+1 sur U(_,et U(4+, respectivement. (Cela fournit la so- 
lution du problème 1 dans le cas de Ton+1.) Par conséquent, la 
formule 
Tn+41x = R (en+1, x) o Lo R (Ax, en+1), x ES", 
donne 
Ta: S"—+ SO (n +1), 
application caractéristique pour le fibré Font: 
Problème 6. Démontrer que 
Tnnx= Rx en) =Sze Se xe S”, 


avec S, la symétrie de R"*1 dans l'hyperplan orthogonal en 0 au vecteur x. 
[!ndication. 11 suffit d'établir que si x Æ —-+e,, les rotations T,4,x et R (x, e,+1)* 


opèrent identiquement sur la sphère de dimension 2 découpée sur S” par l'espace 
de dimension 3 engendré par les vecteurs x, eh._1; €n- 


Ainsi, Th+1x laisse fixes tous les vecteurs de R°+! orthogonaux 
aux vecteurs x et e,, et elle tourne d'angle double le plan défini par 
x et e,. (Si x — +e,, la transformation T,},,x est identique.) 
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Problème 7. Montrer que 
E 0 
Tanx= lôy2usl | {| 


our tout point x = (zy . .., zh) de la sphère S” (ici E est toujours la matrice 
unité d'ordre n; les coordonnées sont cette fois munies d'indices inférieurs). 
[{ndication. La section s(4) est donnée par 


, To 
TIT} 
S(+) (x) = Gi — 1121 "| , 
ss Tn 
— Lo ... — Tn Tn+1 


OÙ X— (To, -.., Zns1) EU(+).) 


En particulier, Th41x = Th+1y a lieu si et seulement si y — 
= x. Aussi, l'image T,:,S" par Th+4, de la sphère S'" consti- 
tue une sous-variété du groupe SO (n + 1), qui est difféomorphe à 
l'espace projectif RP? (et l'application Tai: S° —+ Th4,S" est 
un revêtement à deux feuillets). 

Problème 8. Montrer que l'application composée 

Tn+1 Pi 
(2) 5" ——+ S0(n+1) —+ 5" 
de la sphère S” sur elle-même, avec p, la projection du fibré principal 
Ten, est de degré0 pour n pair et de degré 2 pour n impair. {Trdication. 


On calcule le degré à l'aide de la proposition 1 de I11.26. On note 
que (2) est sur chaque hémisphère x" >> 0 et x" << O un homéomor- 
phisme sur la sphère épointée S"X { —e, }, et elle conserve l'orien- 
tation sur z" >> 0 (son degré est +1). Quant à son degré pour x" << 
< 0, il est égal au degré (—1)"*! de l'application antipodale x -—+ 
> —X. 

Si Th+, est homotope à une application constante (la classe carac- 
téristique de 7,4, est triviale), il en est de même de (2) qui est 
donc de degré 0. Par conséquent, Th+, n'est pas homotope pour n» 
impair à une application constante, si bien quel le fibré Ton+! n'est 


pas trivial. Autrement dit, la sphère S"*! n'est pas parallélisable 


pour n impair. 
Le cas de n pair (seul nécessaire au problème de complexification 


des sphères) réclame des raisonnements plus subtiles. 


* * * 
Soit nr — 2m pair. On considère la sphère S"*! = S?"*1 comme 
sphère unité de l’espace unitaire €”+? (de base es, . . ., em). Cela 


permet d'introduire l’analogue unitaire Ton+I du SO(n + 1)-fibré 
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principal Ton+1: Par définition 


Sn = (U(m+1), po, 5°!) 
avec pÜ l'application U (m + 1) + S"+# définie par 

pVA = 4e», À EU (m + 1). 
(Question. Quelle est la relation entre le fibré tangent tons et le 
fibré vectoriel complexe Tone associé au fibré principal Ton?) 


L'application caractéristique TL; pour tLnu est l'application 
SOS" — U(m), n = 2m, et elle peut être définie elle aussi par une 
formule explicite. 


Problème 9. Montrer que 


T Ôij — , d,j—=0,..., m—1, 


2212; | 
(1+ 2m)° 


pour tout point z=(2, ..., 2m); Re Zzm—0, de l'équateur S'e S'*. 


U — 
n+12—= 


L'analogue de l'application FOR (2) est 


rU 
(3) se EE Um) SU 
avec pl la projection U (m) + S'-! du fibré principal tons, 
À la différence de (2), c'est une application sur uné sphère de dimen- 
sion plus petite. Aussi, établir si elle est homotope ou non à une appli- 
cation constante est un problème ardu et délicat. 

Pour établir un lien entre TÙ,, et T,+, (qui est notre objectif), 
nous utilisons l'identification €" =8R", n — 2m, qui fait du 
groupe U (m) un sous-groupe de SO (n) (c' est exactement le groupe 
symétrique orthogonal Sp (m; R) fN O (2m); cf. problème 4 de la 
leçon 111.11). Ainsi, U (m) & SO (n}, U (m + 1) & SO (n + 2), si 
bien que les sections s+,, sç-, du fibré Tan, sont celles de Ton+i 


et les applications TU, et T,;,, sont liées par la formule 


(4) Tani=ie TL 
i étant l'injection U (m) — SO (n) & SO (n + 1). 

[Pareillement, on définit pour m = 21 + 1 (i.e. pour n = 4! + 2) 
sur la sphère S"+! = S4l+3 Je fibré principal (UH G +1), p, 


S"*+1) de groupe unitaire quaternionique U" (L), et on a pour l'ap- 
plication caractéristique T$P, de ce fibré la formule 


. P 
TU = io Thu, 
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i étant l'injection UM (1) + U (21) & U (21 + 1). Comme le grou- 
pe U (21) est une fibre de la projection pU: U (21 + 1) + S‘+#1 = 
= S"-l, il s'ensuit que l'application (3) est une application cons- 
tante pour m impair.] 

La mise en œuvre de la formule (4) doit être précédée de certaines 
constructions générales. 


*k *X + 


On se place dans les espaces topologiques 2 d'une classe qui 
comprend tous les groupes topologiques connexes par arcs # et tous 
les espaces topologiques connexes par arcs et simplement connexes 
(en particulier, les sphères S”, m > 2). On munit pour tout n > 1 
l'ensemble 


And =[(S", 1] 


de toutes les classes d'homotopie des applications continues S" — 
de l'opération de multiplication pour laquelle cet ensemble est un 
groupe abélien (dont l'élément 0 est la classe d'homotopie [const] 
d’une application constante quelconque S° — Z') et on démontre 
(hélas! partiellement) les affirmations suivantes: 

a. Si L'est un groupe topologique connexe par arcs Ÿ, le groupe 
fn coïncide avec r,% introduit plus haut. 

b. Quelle que soit l'application continue f: © —?%, l'applica- 
tion fu: An — 1n% définie par 


fau = foul, aEn,Ÿ, 


avec u une application S° — ® arbitraire de la classe d’homotopie 
æ, est un homomorphisme. Cela étant, (id), = id, (go f}y = £x ° fa 
(propriété de fonctorialité) et f, = g, si f et g sont homotopes (pro- 
priété d'invariance homotopique). Si f est homotope à une application 
constante, alors f, est un homomorphisme nul (il transforme tout le 
groupe fhŸ en l'élément zéro de 1,%). 

c. On définit pour tout groupe de Lie connexe par arcs Z et tout 
son sous-groupe fermé connexe par arcs 4 l’homomorphisme 


(5) 0: Hu (SEE) — 1,50 
tel que la suite 
(6) ee + Nn4s (/EE) + Tin SE Lu 78 + An SEE —+ 


de groupes et d'homomorphismes, où i: S£ —+ & est une injection et 
p: 8—$ISR une projection, soit exacte (l’image de l’homomorphisme 
incident de chaque terme coïncide avec le noyau de l'homomorphi- 
sme sortant). Quel que soit l'homomorphisme œ : 8 — &”’ qui envoie 


AAEA/JAN &9 


VUV 
le sous-groupe &£' en le sous-groupe d£' € #”, le diagramme 


nn (P/ SE) —+ nn GE 
| | 


ans ( 8/88") + nn", 


où les flèches verticales sont induites par l’homomorphisme œ (plus 
précisément, par les applications € —+ 48" et 13e —+ $'I56" dé- 
finies par œ), est commutatif (si l’on suit les flèches à partir de 
l'angle supérieur gauche, tout chemin aboutit au même résultat), 

d. Si = SO(n), #8 — SO (n —-1), l'image de l'homomor- 
phisme 4: n341$" — 17hS0 (n) (on rappelle que SO (n + 1}/SO(n) = 
— S") coïncide avec l'image de l'homomorphisme 


(nr : 19771 —+ 1h80 (n) 


induit par l'application caractéristique TL: S'-' — SO (n). 

e. Le groupe n7h:19"*, n > 3, est non trivial. 

f. L'application f: S"—S" de degré pair induit pour n >3 
l'homomorphisme nul f,: n14,9"— nn419". 

g. Sin = 4l, l'application (3) n'est pas homotope à une applica- 
tion constante (elle donne un élément non nul du groupe nuS*!"". 

Ces faits suffisent pour démontrer l'affirmation B de la leçon 8 
dans le cas n = 41, 

Proposition 1. Sin — 41, la sphère S"*\ n'est pas parallélisable 
(si bien que la sphère S" n'admet pas de structure presque complexe). 

Démonstration. Soit le diagramme (évidemment com- 
mutatif) 


xA SO(n-1) = %n SO(n-1) 
./ 4 
[és Ê 
Kn41S°——— 7 S0(n) —— fn SO (n+1) 
(7) (T,) p4 pX 
fn S°7! 1 S°7! Ke xN(S0(n +1) /SO(n-1)) 
9” 9/ 


%n-1S0(n-1) = *n-1SO(n -1) 


dont les lignes ot les colonnes sont exactes, avec 
0 l'homomorphisme (5) pour & = SO (n + 1) et 5 = SO (n); 
j l'injection SO (n) + SO (n -: 1); 
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k l'injection induite S"-1 = SO (n)/SO (n — 1) —+ SO (n + 1)/ 
/S0 (n — À); 

Î, à les injections SO(n — 1) —+ SO (n), SO (n —1) —+ 
+ SO (n +1); 

p',p' les projections SO (n) + S"-1, SO (n -+ 1) > SO (n + 1)}/ 
[SO (n —1); 

0", 4” les homomorphismes (5) correspondants. 

Soit nETnS" . Si kyn = 0, alors d'n = d”k,n = 0, et il 
existe donc (vu l' exactitude) un élément a E HnS0 (n) tel que pa — 
= n. De plus, pij,a = k,p,a = k,n = 0, et on trouve par con- 
séquent un élément B € 1.80 (n — 1) tel que iB = j,a. Mais «' — 
= à —i,f vérifie alors l'égalité 

jan = ju — juif = ju — i,p =0, 
si bien qu'il existe y € n7+4,S" pour lequel dy = «. (Cette façon 
d'agir s'appelle chasse au diagramme : on raisonne mentalement tout 


en promenant l'index sur les flèches.] Par conséquent, n,S"-! con- 
tient selon d un élément y’ tel que (T,)4y" — «, donc 


(po TnjeY = pau =N. 


Or, on sait que ou bien l'application p’o Th: S"it— S'-l est 
homotope à une application constante (et elle induit donc l'ho- 
momo rphisme nul x%,S"-1—+ 1,S"-1), ou bien elle est de degré 2 
(auquel cas elle induit également un homomorphisme nul par suite 
de f). Dans les deux cas, (p’ ° Th)yy = 0,d'oùn = 0. 

Ainsi, l'homomorphisme k4 du iugramme (7) est un monomorphisme. 

Soit &«, un élément du groupe x nSO (n), qui est la classe d’ho- 
motopie de l'application TU, considérée comme S' — SO (n) en 
vertu de l'injection U (m) — SO (n), m = 21. Comme l'application 
composée 


U(m)— SO (n) ++ $"-1 


n'est évidemment autre que la projection U (m) + S"-! du fibré 
Ton- l'élément pa, est la classe d'homotopie de (3), si bien 


qu'il est non nul selon g. L'application k* étant un monomorphisme, 
on a de même p'jsxto = KsP,ao 0, donc j,@o = O (on recourt 
toujours à une chasse au diagramme). 

On indique pour avoir le résultat voulu que la composée des 
injections U (n) — SO (n) et j: SO (n) > SO (n + 1) est par dé- 
finition exactement l'injection i: U (m) — SO (n + 1) de (4), si 
bien que cette formule entraîne j,us = [Th+1l, avec T,+, l'appli- 
cation caractéristique pour le fibré tTon+:1. Ainsi, [7h4+4,) 5 0, et la 


sphère S"*' n'est pas parallélisable (Fons: n'est pas trivial). DO 


VUS 


On passe à la démonstration des affirmations a à g. 

Définition {. Un espace topologique 2’ de point base x, est dit 
pointé. Une application f: ® — % de deux espaces pointés de points 
distingués x, et y, est pointée si f (xs) — yo, et on note 

ft (2, %o) + (9, Yo): 
Deux applications pointées f, g: (©, ro) — (%, yo) sont dites homo- 
topes d'une façon pointée s'il existe une homotopie F: © X [+ 4 
qui les relie et telle que F (x, t) = y, pour tout t € I. (Ce sont des 
homotopies pointées.) 

Soient 

IM={ERT 0OLi<L1,...,0<t<1)} 


le cube unité de ?”, et [" sa frontière (formée des points t pour les- 
quels £' = 0 ou { pour au moins un indice i = 1, ..., n). Nous gé- 
néralisons la construction du groupe fondamental x, (2, xs) de la 
leçon 3 et nous considérons à cet effet pour un espace pointé (®’, x,) 


quelconque toutes les applications u: [" — % telles que u (f*) = 
= to. (Ce qui se note u: (1°, 1°) —+ (2, xo).) Deux applications u 


sont homotopes relativement à [" (en abrégé rel Z,) s’il existe une 
homotopie f: 1" X 1 + ® qui les relie et qui présente la propriété 


suivante: f(t,t) —zx, pour tout ttE Î" et tout tE Te. fi: t— 
++ f (t, t) est pour chaque £{ € Z l'application (7, I") —+ (®, zo)). 
On identifie {" à 1"-! X 1 et on pose pour n'importe quelles 
applications u, v: (17, [")— (Z, xo): 
u(t, 24 si 0St<1/2, 
(u +v) (t, h=| . os 
v(t, 2—1) si 1/2<t<1, 
oùtel"-1 1€ I. Ilest clair que u + v est continue et constitue 
l'application (1", 1") — (2, x). 
Problème 10. Montrer que 
1° la relation d'homotopie rel 1" est une relation d'équivalence; 
2° la formule 
(8) Lu] + [u] = [u + vl 
définit complètement une opération d'addition sur l’ensemble n, (2, xo) 
de toutes les classes d'homotopie relativement à 1" des applications 
(A, 1) + (2, %o); 
3 l'ensemble n1 (Z', to) est un groupe pour l'opération (8), dont 
l'élément zéro est la classe [const,,] de const, : € —> x. 
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(Indication. Si nr = 1, on retrouve les résultats de la leçon 3.] 

Dans la leçon 3, n, (2, x,) a été muni d'une opération de mul- 
tiplication, ce qui nous oblige à réserver de règle les notations addi- 
tives pour les cas »n > 2. 

Le groupe 7, (T°, x,) coïncide manifestement avec x, (Z'o, to), 
To étant la composante connexe par arcs avec x, de l'espace Z. 

Définition 2, n, (©, x,) s'appelle n-ième groupe d'homotopie 
(ou groupe d'homotopie de dimension n) de l’espace pointé Z. 


Remarque 1. On peut prendre au lieu de (7”, I") tout couple 
homéomorphe (B, S) à condition de choisir et de fixer une fois pour 


toutes un homéomorphisme (B, S) —> ([", 1"). Les couples le plus 
utilisés sont (B", S"-1) et (Ec+,, S"-1), (Eco, S°71), où Et) 
et Eç-, sont les hémisphères x" > 0 et x" < 0 de S". 

Soit f: (2, to) + (Y, yo) une application pointée quelconque. 

Problème 11. Démontrer que 

1° quel que soit n > 1, la formule 


falul =lfou), u: (, PF) (T, so), 


définit parfaitement une application 
fm: Tin (T's Lo) + Tin (Y, Yo): 


2° cette application est un homomorphisme ; 

3° si f — id, alors f4 = id et (go f)s = gx ° fx pour les appli- 
cations pointées f: (©, xo) + (Y, yo), £: (S, Yo) —+ (&, 20) arbi- 
traires. 

La dernière propriété est la propriété de fonctorialité: en termes 
de catégories, elle signifie que x, est un foncteur de la catégorie des 
espaces pointés dans celle des groupes. 


Si n > 2, chaque application u: (1", I") — (2, xo) s'identifie 
naturellement à l'application ut#: (7"-1, J"-h — (QT, es) dé- 
finie par | 

u# (t)(t) =ut(t,t), tElI"-L TEL, 
avec TZ — P (xo, L', to) l'espace des lacets en x, de Z' et e,, : 
ti x, un lacet constant (voir leçon 3; on identifie {" au cube 


I xX 1", 
Problème 12, Montrer que cela donne lieu à l'identification 


(9) Un (Z, Zo) — Tn -1 (Q2, Ex.) n Z 2 


(isomorphisme canonique) qu’on appelle isomorphisme de Hurewicz. 
Si l’espace ©’ est un unitoïde topologique avec unité xs, i.e. s'il 
est muni de la multiplication continue 


LX LT, (x, y) > y, 
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telle que xor = 2x, = x pour tout point x de 2”, la formule 
[ul [u) = [uv], 


où (uv) (t) = u (t) v (t), définit bien (le démontrer !) sur x, (Z', x, 
l'opération de multiplication dont l'unité est 0 = {[const,,l du 
groupe Zn (©, æo). 

Cela reste évidemment vrai quand x, n'est que l'unité homotopi. 
que, i.e. quand Zoto = To et Tr to, tr tot, t E L’, sont homo. 
topes d'une façon pointée à l'application identique id: +. 

Problème 13. Montrer que l'addition et la multiplication dans 
Tin (2, ze) sont mutuellement distributives, i.e. qu'on a pour @, f, y. 
Ô E ñn (Z', ro) quelconques: 


(a + B) (y + 6) = «y + B6. 
En particulier, 


af = (a + 0) (0 + B) = a0 +06 —=a + 
et 


af = (0 + a) (B + 0) = 0B + a0 = + a. 


Ainsi, quel que soit l'unitoïde topologique © (ne possédant que l'unité 
homotopique x, en général), le groupe na(©, zo) est abélien (et la mul- 
tiplication et l'addition dans x, (©, x,) coïncident). 

S'agissant des groupes 1, (©, xo), la dernière propriété a été dé- 
montrée dans la leçon 15 (voir remarque 1 de ladite leçon). 

(On note que l'opération de multiplication dans n, (.Z', x) est 
donc associative, commutative et inversible, ce qui n’est pas en gé- 
néral le cas de celle dans ?.] 

L'espace de lacets OZ est un exemple d'unitoïde topologique 
avec unité homotopique, si bien que tous les groupes x, (02, e..) 
sont abéliens. Cela prouve en vertu de (9) que quel que soit l'espace 
pointé ', le groupe nn (©, 0), # > 2, est abélien. 

La propriété des groupes x, (2, xo), n > 2, d'être abéliens 
explique le nom d'addition qu’on donne à leur opération de groupe. 


Problème 14. Construire pour u, v: (/", I) + (2, zo) quelconques l'ho- 
motopie rel 2" qui relie les applications uw + v et v + «u et démontrer que 
fn (Ÿ, ro), n > 2, sont des groupes abéliens. 

k * * 


On choisit dans la sphère S", n > 1, un point quelconque 8, 
(disons, le point e,), ce qui transforme S” en un espace pointé. On 
définit pour tout espace pointé 2 l’ensemble 


[S”, TT — [(S”, So); (7, Zo)] 
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de toutes les classes d'homotopie pointées [/]° des applications poin- 
tées f: (S", So) + (2, xo). 


On note que le cube ouvert 


[M {ter 0<n<1,...,,0<t"<1} 
étant une sous-variété ouverte de l'espace orienté R" est canoni- 


quement orienté. Pareillement, la boule B"+, domaine de frontière 
régulière de l'espace orienté R"*', est canoniquement orientée elle 
aussi, et il en est donc de même pour son bord S”. 

Problème 15. Construire l’application continue 


(10) 4 : . (1, 1") > (S", So) 
qui applique homéomorphiquement, en en conservant l'orientation, 


le cube ouvert 2" = I" XI" sur la sphère épointée SUN N {So} (autre- 


ment dit, c'est un homéomorphisme de degré 1 sur I"). 
On choisit et on fixe (10), ce qui permet de faire correspondre à 
chaque application pointée f: (S", s)—(2, zx) l'application 


fox: (", l)+(T, 20). 


Problème 16. Montrer que 
4° la formule [fl — [f + y] définit parfaitement une application 


(11) LS", ZT — an (2, %o); 


2° l'application (11) est une bijection. 

On identifie par (11) le groupe x, (2, x) à l'ensemble [S", Z]", 
si bien que 17, (.2', x,) a pour éléments les classes d’ homotopie 
[fl des applications f: (S", So) — (£”, to). 

Problème 17. Montrer que l'égalité {fl = 0 alieu dans ny (©, x) 
si et seulement si l'on prolonge l'application f: S" — = en F: 
B'+l + © qui envoie tout le rayon Os, de la boule B"*1 en le point x. 

Remarque 2. Il est clair que (11) dépend seulement de la classe 


d'homotopie rel [" de l'application (10) (de l'élément [4] du groupe 
fn (S”', S0)). D'autre part, on montrera plus. loin (voir remarque 1 de 


la leçon 26) que la classe d'homotopie rel I" d'une application (10) 


quelconque ne dépend que de deg % (sur l"). Comme deg x = 1 par 
hypothèse, il en découle que l'identification (11) est indépendante du 
choix de (10). 

En attendant, on doit être prudent et ne pas oublier que le choix 
de (10) est absolument arbitraire. 

Remarque 3. On pourrait très bien remplacer (S”, s;) par tout 
couple homéomorphe (S”, s,) (à condition de fixer, ne serait-ce qu’à 
une homotopie pointée près, un certain homéomorphisme (S",s,) —+ 
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— (S", s5)). Puisqu'il existe pour touts, et tout s, de S” un homo. 
morphisme (S",80) + (S",S,) (voire un déplacement) qui conserve 
l'orientation, il en résulte en particulier (en vertu de la remarque 2) 
que le choix de s, € S" n’a aucune importance. 

L'identification (11) transporte l'addition de x, (2, xo) dans 
l'ensemble [S", &]°. Comment définir cette opération sans passer 


aux applications (1", 1") —+(®, xo)? 

Il y a intérêt à supposer que s, = nr. 

Soit, une fois de plus, S"-* l'équateur x" = 0 de la sphère Sn 
et soit S"/S"-1 l'équateur S"-! réduit à un point. [L'espace S"/$-1 
est par définition l'espace quotient de S* par la relation 
d'équivalence — telle que x — ysiet seulement si x = y ou x, YE 


ES". 


Problème 18. Montrer que l'espace S”"/S""! est canoniquement homéo- 
morphe au sous-ensemble S” \/ S"° du produit direct S" x S”, formé des 
couples (x, y), x, yE€ S”, dont l'une des composantes au moins coïncide avec 
e, = 8, (ie. à la « croix de coordonnées s). [De façon imagée, S” V S” est la 
réunion de deux exemplaires de $" aux points e, collés.] 


On considère donc l’application de passage au quotient up: S" + 
— S'/S"-! comme 


(12) n: 5" 9" V S”. 


L'espace S”" \/ S" s'appelle bouquet. 

Quelles que soient les applications f, g: (S", s5) + (2, x,), 
nous désignons par f \/ g l’application S" V SZ qui coïnci- 
de avec f sur une sphère du bouquet S" \/ S" et avec g sur l'autre. 
(Formellement, on définit f \/ g par les égalités 


(V8) (x; So) = f(x), UV£g) (8, y) =g(y), x, yES".) 


Problème 19. Montrer que 
(fl + Tel] =({Vacur 
dans le groupe nr, (©, to). C'est la réponse à la question posée ci-des- 
SUS. 
* * * 

Comme chaque application pointée (S", s5) —+ (2, x;) est une 
application non pointée S" —+ Z' et chaque homotopie pointée est 
une homotopie non pointée, on fait correspondre à chaque élément 


(fl' de x, (2°, x) la classe d'homotopie non pointée {/] et on dé- 
finit parfaitement une application 


(13) Tin (L, Lo) + NnŸ, 


GROUPES D'HOMOTOPIE ET CLASSES D'HOMOTOPIE 393 


où tn = [S", Ÿlest toujours un ensemble des classes d'homotopie 
usuelles (non pointées) des applications S° — 4. 

Problème 20. Montrer que si l’espace © est connexe par arcs, 
(13) est une surjection. (Indication. Quelle que soit l'application f: 
SG" —+ Z', l'application {f, u}or: $® X 1%", avec r une ré- 
traction du cylindre $” X Z sur son sous-ensemble 4 = (S* x O)U 
U {So X 1}, u un chemin quelconque de 2” joignant le point j (s;) 
à zoet {/, u} une application 4 —+ 2’ donnée par 


{f, u}(x, p= {10 si t—0, 


u(i) si x—=S, 


est l'homotopie S" X 1 + Z' qui relie f avec une application poin- 
tée f,: (S", So) + (T, xo). Aussi, il suffit de construire une seule 
rétraction r. 

Problème 21. Montrer que les groupes n, (2, x) et nn (©, x) 
sont isomorphes pous tous x, et x, de l'espace Œ'-connexe par arcs. 
[{ndication. L'isomorphisme dépend du chemin uw joignant le point 
z,au point et il fait correspondre à chaque élément [f]'" € x, (Z', x) 
l'application finie f, de l'homotopie {f, u}°r de l'indication du 
problème précédent.]| 

Problème 22. Montrer que les isomorphismes nn (T', æ)— 1, X 
X (TZ, xo) associés aux chemins homotopes u sont identiques. [[ndica- 
tion. Utiliser le même procédé, mais remplacer S”" par S" X Zet À 
par le sous-ensemble (S® X I X {0}) U(S" x 1 X {1}) US" x 
X {0} x 1) U (fss} X 1 X 1) du produit S" X 1 X1.] 

On en tire en particulier que tout élément & € an, (2, xo) définit 
un automorphisme 


Et: an (TL, ro) 7n (©, to, nr >1, 


du groupe fn (2, xo). 

Problème 23. Montrer que ce résultat définit l'action du groupe 
7 (T, zo) sur nn (7, to), n > 1 (l'homomorphisme de a, (Z', x) 
dans le groupe des automorphismes de n, (®, x), n > 1). 


Problème 24. Montrer que l'automorphisme £# est pour x = { l’automor- 
phisme intérieur a+ &uë”1 associé à ë du groupe x (Ÿ, ro). 


Si B — £a, avec «, B E nu (2, x), et si « = [fl", B = [gl°, où 
f, g: (S", 8) + (©, x), alors / et g sont reliées par construction 
par une homotopie F: S$" — % telle que le lacet 


u: lt F(s,t), tEI, 


appartienne à la classe &. Cela signifie en particulier que les élé- 
ments « et B sont pour B = E#a collés par l'application (13) (ils ont 
même image). 


394 LEÇON 25 


Problème 25. Montrer que si, inversement, les applications 


pointées f, g: (S", so) + (©, xs) sont reliées par une homotopie 
F:S"—+X, À alors 
(14) B — £a, 


œ 


où & E mm (2, x) est la classe du lacet t — F(s,, t) et 
a, BE nn(Z, zo) sont les classes des applications f et g. 

Ainsi, deux éléments a, B E nn (©, xo) sont collés par l'application 
(13) si et seulement si l'on a l'égalité (14) pour un élément 
E En(Z, zo) (ie. si «, BP appartiennent à une même orbite de 
l'action de a, (2, xo) sur An (©, xo)). 


k *X  * 


Définition 3. On dit qu'un espace topologique Z’ est abélien (ou 
homotopiquement simple) si 

a) est connexe par arcs; 

b) l'application (13) est injective pour tout nr > 1 (elle est donc 
bijective). (Il vient du problème 21 que si elle est injective pour un 
certain ts, elle l’est encore pour tout autre choix de ce point ; en ce 
sens la condition b) ne dépend pas de x,.] 

Si Z est abélien, on identifie par (13) pour tout point x, € Z le 
groupe Jn (27, zo) à l'ensemble r,.2” et on définit donc dans x, une 
opération d'addition qui en fait un groupe. 

Le groupe 1,2 s'appelle n-ième groupe d'homotopie de l’espace 
abélien T. 

On souligne que l'addition dans x, est définie seulement en 
présence des identifications (13), i.e. par le choix d'un point x, (qui 
n'influe pas sur le résultat final) de Z’. Aussi, les groupes 7,2’ (qui 
seuls nous intéressent) s'obtiennent inévitablement à partir des 
groupes fn (2, to). 

On note que l'application 


fs" 


définit l'élément zéro de n,% si et seulement si elle est prolongeable en 
une application B"+1 %, Cf. problème 17. 

Conformément aux résultats oblenus après le problème 25, un 
espace connexe par arcs € est abélien si et seulement si le groupe 
Tu (2, &o) opère trivialement pour tout n > 1 et tout point x, € sur 
le groupe ny (Ÿ', &o). 

Il en résulte en particulier (voir problème 24) que le groupe fon- 
damental x, (', x,) est abélien pour tout Z' abélien, ce qui est la 
raison d'être du terme « espace abélien ». 

On voit de plus que chaque espace simplement connexe &' est abé- 
lien du moment qu’un groupe trivial opère trivialement sur tout 
groupe. 


GROUPES D'HOMOTOPIE DES ESPACES ABÉLIENS 395 


Si connexe par arcs est un groupe topologique (voire un uni- 
toïde topologique) avec unité x,, la formule 


F(x, t)=ut{t)f(x)}, xES", tElI, 
définit pour toute application puintée 
f: (S", s0) — (2, to) 


et tout lacet 
u: ([, 1) (2, x) 


une homotopie F: SX 1% telle que ut) =F(s,t),tE LI, 
qui relie l'application f avec elle-même. Aussi (voir problème 95), 
a = Eta, avec a = {f]", £ — [u], dans le groupe x, (, x). . Ainsi, 
71 (©, to) opère Hiviment sur les groupes 7,7 (£”, to), n > 1, si 
bien que l'espace À est abélien. 

La classe des espaces abéliens contient donc tous les espaces 
connexes par arcs et simplement connexes et tous les groupes topo- 
logiques connexes par arcs (et même tous les unitoïdes connexes par 
arcs). 

Ainsi, nous en avons fini avec la première étape de la démonstra- 
tion de la proposition 1, savoir nous avons défini la classe qui con- 
tient tous les espaces connexes par arcs et simplement connexes et 
tous les groupes topologiques connexes par arcs, et nous avons muni, 
pour tout Z' de cette classe et tout n > 1, l'ensemble fnŸ d'une 
opération d’addition pour laquelle x, T est un groupe abélien. 

J1 nous reste à prouver les affirmations a à g (ce que nous ferons 
dans la leçon suivante). 
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Suite d'homotopie d'une fibration. — Groupes 7,S"", n << m.— Sta- 
bilisation des groupes 7,S0 (m).— Classification des applications des 
variétés dans les sphères. — Théorèmes d'Urysohn et de Tietze. — 
Connexité du groupe Diffir". — Démonstration du théorème de 
prolongement de Hopf. 


Notre but immédiat consiste à démontrer les affirmations a à g 
de la leçon précédente. 

D'ailleurs, on a déjà établi (voir leçon 25) les affirmations ana- 
logues à a et b dans le cas général d'espaces pointés, dont a et h 
sont, cela va de soi, des conséquences directes. 

Quant à c, nous l’aborderons dans le cadre plus général des fi- 
brations au sens de Hurewicz (voir leçon 2), i.e. des applications con- 
tinues p: 6 — # admettant une connexion (une application con- 
tinue s qui associe à tout couple (e,, u), avec e, un point de l'espace 
8 etu:1—+@ un chemin de l'espace # tel que p (e,) = u (0), le 
chemin s (e,, u) de & d'extrémité e, qui recouvre u, i.e. pour leque 


P°oS(e, U) = u). | 


Problème { (cf. remarque 2 de la leçon 2). Démontrer que {a projection 
p: 6 —+.8 de tout fibré localement trivial (8, p, 8) de base 8 espace séparé 
compact (voire paracompact) est une fibration au sens de Hurewicz. (Indication. 
Commencer par le cas où l’espace de base .% est recouvert par deux voisinages 
trivialisants.] 

En particulier, toute application par passage au quotient $ —+ $/S, avec 
$ un groupe de Lie et SC son sous-groupe fermé, est une fibration au sens de Hure- 
wicz. 

Nous n'appliquerons cette affirmation qu'aux fibrations de la forme 
SO (n + m) — SO (n + m)/SO (n) pour m = 1 et m = 2. Aussi, il suffit, à ce 
qu'il paraît, de la démontrer dans ces cas seulement (la chose n'en devient d'’ail- 
leurs pas moins difficile). 


*X Ÿ  * 


Ainsi, soit p: 6 —> # une fibration de Hurewicz à connexions. 
On choisit un point e, de & et on pose b, = p(e), F = pt (b,). 


On choisit un homéomorphisme (8*+1, S") > (+, J"#) de 
degré 1. I] y a avantage à considérer les éléments du groupe 7,41 X 
X (#, b,) comme classes d’homotopie relS” des applications 


(1) u:(B"#41, S')—+(#, b,) 


(voir remarque Î de la leçon 25). 
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On constate facilement que foute application (1) peut être relevée, 
ie. il existe une application continue u# : B"+#! + & pour laquelle 
on a pou*# —u. (Si l'on désigne, par exemple, les points de la 
boule B"*1 par tx, xE S'ettElI, on définit u# par 


u# (tx) = s (u (0), ux) ({), xES', (EL, 


avec u,x le chemin { ++ u (tx).) 
Puisque u (S") = b,, on a u# (S")&%, i.e. on assimile la 
restriction v = u* ls" de u# à S" à l'application 
vi: SF. 
Problème 2. Montrer que La classe d'homotopie [v] € x,F de l'ap- 
plication v ne dépend ni du choix de l'application u dans « = (ul, 
classe d'homotopie rel S", ni du choix du relèvement u*. 


Sous l'hypothèse de F abélien (et connexe par arcs, en particu- 
lier), la formule 


= {v) 
définit donc parfaitement une application 
(2) 0: Hn+1 (8, do) + An. 


Problème 3. Démontrer que l'application (2) est un homomorphi- 
sme. 


Problème 4. Construire 9 pour & non abélien. [Zndication. On a dans ce cas 
l'homomorphisme fn41 (8, bo) + ï%n (F, €0).) 


Dans la suite, on suppose pour simplifier l'exposé qu'en plus de 
F, chacun des espaces & et € est abélien (et, en particulier, connexe 
par arcs), auquel cas (2) s'écrit 


Ü:HnuP — nd. 


Cette application jointe aux homomorphismes p, et à, induits par la 
fibration p: é —+ # et l'injection i: Ff +6 nous permet d'écrire 
la suite infinie à gauche 


ô LEA Ps 
(3) os + nu — 1 — né —+ An —+ ... 


de groupes et d'homomorphismes. On l'appelle suife d'homotopie de 
la fibration p: 6 —+ Ÿ. 

Problème 5. Démontrer que la suite (3) est exacte. (Indication. 
Les inclusions Im € Ker sont évidentes. Pour avoir Keri, € 
€ Im 4 dans le groupe 1,f, il suffit de dire que si l’on prolonge 

: S" —F en F: BH + #, alors {f] — dful, où u—=peF: 
(gra, S°#1) + (@, bo). Pareillement, si pof: S® —+ # est pro- 
longeable pour f: S"—+—6 en l'application G: B"#l> %, alors la 
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formule 
F(x,t) =s(f(x), Gt), xES", tEI, 


avec G,; le chemin £ + G ((1 —f) x), définit à condition que G (0) — 
— d, l'homotopie F: S$" X [+6 qui relie f à l'application de la 
forme S" —+ ,#. Si l'on trouve, pour le relèvement u#: 8" & 
de u: (8"+#1, S")—+ (2, b,), l'application g: 5®—+ 7 qui coiïn- 
cide avec u# sur S”, alors la formule 


u#({x) sie +1, 


gx) sie=—1, *F9 > {El 


f (x, 1}e) — 
(où le point [x, t], de l'hémisphère ex"? > 0 de S"+1 est sur le 
méridien d'un point x de l'équation S” et en est distant de (1 — 


— t) + ) définit parfaitement une application continue f: S"* + & 


qui jouit de la propriété suivante : l'élément (p c f] du groupe x7,,18 
est donné par l'application u. Aussi, Ker p, € Im i, dans le groupe 
Ané, et Ker 4 © Im p, dans le groupe 1, +19.) 


Problème 6. Démontrer l'affirmation analogue pour €, 8, # non abé- 
liens. [Zndication. Voir problème 4.] 


Soit f: 6 —+ 6’ un morphisme de p: 6—+—@ dans p': 6 — 
—+ @'. Cela signifie par définition (voir leçon 1) que le diagramme 


est commutatif. Il est clair que si u#: B"+#1_ & est un relèvement 
deu: (B"+, S')—+ (9, b,), alors f o u# l'est pour go u, et f induit 
l’application (notée encore f) de la fibre 7 de p: 6 > & au-dessus 
de b, dans la fibre F”° de p’: €" —+ @" au-dessus de b, = g (b;). 
Aussi, les applications v et v’ construites pour u et u” — g o u sont 
liées par l'égalité v’ = f o v. Or, si « = [ul], on a par définition 


ga = lu’], da = (ul, à (g,a) = [v'T et 4 (0a) = [f ° vl, 
ce qui prouve que 0 (g,a) = fa (0x), i.e. que le diagramme 


Ô 
AnP + IF 
er Le de. 
An1P° + nf 
est commutatif. | 
Ce résultat joint à l'affirmation du problème 3 (dans le cas par- 
ticulier d'un groupe de Lie connexe par arcs 4 et de son sous-groupe 
fermé connexe par arcs 4) prouve c de la leçon 25. 
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Passons à l'affirmation d. On a besoin de la suite d'homotopie du 
fibré Tom = (SO (m + 1), p, S"), qui s'écrit en l'occurrence 


(&) nous" + 1, SO(m) + a, SO(Mm+ I) En," + 


On s’en sert à condition d'être suffisamment renseigné sur les grou- 


pes 1h19”. 
Voyons ce qu'il en est pour n << m. 


X * * 


Conformément à la proposition 2 de 111.26, chaque classe d'ho- 
motopie des applications S'—+S" contient f: S'—S" diffé- 
rentiable. D'autre part, si n << m, le théorème de Sard (voir leçon 
111.19) exclut manifestement la surjectivité de jf, si bien qu'on l’as- 
simile à l'application de S" dans la sphère épointée S"X{xo}, Xo 
étant un point, et, partant, à l'application S®—+ 2" de la sphère 
S" dans l'espace euclidien R” (homéomorphe à S"X{x,}). Mais 
chaque application f: S"'— 2" est évidemment homotope à une 
application constante (disons, en le point 0; on définit l’homotopie 
reliant la dernière application à f par F (x) = {ff (x), où x ES”, 
t ET). Ainsi, chaque application S" — S" est homotope pour n << m 
à une application constante, i.e. 


(5) Hn97 — 0, n << mr. 
Cf. leçon 3 (démonstration de la propriété de S", n > 2, d'être 
simplement connexe). 


* + + 


Ce fait à lui seul permet d’établir certaines propriétés importan- 
tes des groupes 7,80 (m). 

En effet, si r + 1 < m (a fortiori nr < m), le tronçon limité par 
Tn#197 et 19" de la suite (4) s'écrit en raison de (5): 


On, SO(m) + n, SO (m + 1) +0. 


Dire que cette suite partielle est exacte équivaut à dire que l’ho- 
momorphisme ëi, est un isomorphisme, ce qui prouve que si ñn < 
<< m —1, l'homomorphisme 


ik! Tn SO (m) —+ 1,80 (m + 1) 


est un isomorphisme. 
Ainsi, on a pour tout n > 1 les identifications naturelles 


(6) An S0 (n + 2) = 1,80 (n + 3) = ..., 


ie. Les groupes 7h80 (n + k), k 2, se stabilisent. On appelle 
n-ième groupe stable d'homotopie des groupes orthogonaux leur valeur 
commune (6) et on emploie le symbole x,S0. 

Le groupe nhS0 (n + 1), prédécesseur des groupes stables, est 
dit métastable. Comme xr7,S"*! = 0, l'homomorphisme 


(7) lg! An9O (n + 1) + r,S0 


est un épimorphisme. 

Il y a une trentaine d'années, Bott a calculé les groupes n,S0 
par un procédé fort ingénieux qui relève de la théorie de Morse. (Cette 
théorie établit une liaison entre les caractéristiques topologiques 
d'une variété différentiable Z', d'une part, et le nombre et le type 
des points critiques des fonctions différentiahles données sur %, 
de l’autre.) Il se trouve que ces groupes dépendent seulement du 
résidu modulo 8 de n (théorème de périodicité de Bott) et sont régis 
par la table suivante: 


n mod 8 ofsl2lslslslol: 
tn SO | Z/2 em | 0 5 | oo Z 


où Z est un groupe cyclique libre et Z/2 un groupe d'ordre 2. 

On connaît d'autres procédés qui donnent ce résultat sans s’ap- 
puyer sur la théorie de Morse, mais leur complexité nous oblige à 
les passer sous silence. [Dans sa Morse theory (Princeton, Univ. Press, 
1963), J. Milnor expose brillamment la théorie en question, ainsi 
que la démonstration de Bott du théorème de périodicité.] 

La suite d'homotopie 


ee > Hngy ST 5 AQU (me) — AU (m+1) na, Sr 
du fibré TO2m+t = (U (m + 1), p, S°"+#1) étant exacte entraîne 


de même que les groupes nAU(m), n << 2m, se stabilisent eux aussi. 
La notation correspondante est x, U. 

Le théorème de périodicité de Bott pour les groupes unitaires dit 
que les groupes r,U ne dépendent que du résidu modulo 2 de n, si bien 
qu'ils sont isomorphes pour # pair au groupe 7%QUÙ (1) = {1} (pour 
le groupe x, voir problème 4 de la leçon 25), et ils le sont à a,;U (1) = 
= S! = Z pour nr impair (voir leçon 3). Ainsi, selon Bott 
O0 pour 7 pair, 


FnU = 
7 È pour n impair. 


Bott a de même calculé le groupe métastable x, ,U (m) qui se 
trouve être un groupe cyclique d'ordre m!: 


RamU (m) = Z/m\. 
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Problème 7. Soit 
#1 NC .CÉnCËnuT..: 


une suite de groupes topologiques ordonnée par inclusion. Sa réunion % est 
manifestement un groupe. On définit sur $ une topologie en supposant U & % 
ouvert si et seulement si l'intersection U MN $, l'est dans 8, quel que soit 
n > 1. Vérifier que 
19 cette hypothèse munit bien $ d'une topologie: 
29 $ est un groupe topologique par rapport à cette topologie. 
e groupe 


Si $n = SO (n), est désigne par SO, et il l'est par U lorsque 
ÿn = U(n). On estime que Îles éléments de SO et U sont les matrices infinies 
de la forme 

A O 
1 
{ 
1 9 
O 


où À appartient à SO (n) ou à U (n) (le nombre n étant quelconque). Montrer 
que quel que soit n => 1, les groupes stables d'homotopie 7,SO et nr}, U ne sont 
‘à un isomorphisme naturel près) autres que les groupes d'homotopie de SO et U 
(ce qui justifie les symboles employés). 


* + + 


Voyons ce qu'il advient pour les groupès n,S", avec r = m. 
Contrairement au cas m << n, le problème (qui est loin d'être trivial) 
exige des efforts longs et pénibles. | 

Soit 7° une variété séparée compacte différentiable et orientée 
de dimension nr. On définit pour toute application différentiable 
(voire continue) f: © — S" (voir leçon III.26) son degré deg f qui 
dépend de la classe d'homotopie « = {f] seule (on rappelle que la 
sphère S" est supposée posséder une orientation naturelle; voir le- 
çon 25, ou, plus précisément, le texte entre les problèmes 14 et 15). 
Aussi, la formule 


deg « = deg f 
définit parfaitement une application 
(8) deg: (Z, S'I—+2Z, 


avec (2, S"] l'ensemble des classes d'homotopie des applications 
continues 2 —+ S". 

Proposition 1. Si la variété ' est connexe, l'application (8) est 
bijective. 

Démonstration. On va prouver que (8) est surjective, 
puis qu'elle est injective. 
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Surjectivité. Comme il existe des difféomorphismes ® : 5" + 95" 
de degré —1 (c'est le cas, par exemple, de la symétrie par rapport à 
un hyperplan quelconque passant par l'origine des coordonnées) et. 
puisque deg (o ° f) = —deg f, il suffit de construire une applica- 
tion f:  —+ S” de degré m, m > 0 quelconque. 

Soient (U,, h,), ..., (Un, km) des cartes positivement orien- 
tées de Z’ telles que 

1) leurs supports U,, ..., U, soient disjoints deux à deux ; 

2) chaque application hk,, ..., hk, constitue un difféomorphisme 


sur la boule BE. 

On suppose de plus que %: (B", S"-1) —+ (S",s,) est une appli- 
cation continue, difféomorphisme de degré 1 de 8" sur la sphère 
épointée S'\{s,) (voir problème 15 et remarque 1 de la leçon 25). 


La formule 
f(p [eo si PEU:, i— 1, ..., M, 
}= si pPéUiU... U Ur, 


définit bien une application différentiable f: Z° — S'" qui jouit des 
propriétés suivantes: 
a. Le point x, = % (0) est une valeur régulière de f. 
b. L'image nee f”"? (xo) de x, est formée de m points 
1 =" (0), ..., Pm = km (0). 


c. Pour tout i = 1,..., m, la différentielle (df),, en p1 de 
l'application f est l'application linéaire non dégénérée Tr,Z — 
— T,,S" d'espaces vectoriels orientés qui conserve l'orientation (le 
jacobien de f en p; est positif). 

Selon la proposition 1 de I11.26, on a donc deg f = m. 

On note que la connexité de la variété ’ ne joue ici aucun rôle. 

Injectivité. A la lumière des résultats de III.26, il suffit de dé- 
montrer que deux applications différentiables f, g: © ->+ S" de même 
degré sont homotopes, i.e. il existe une application continue 


F:TŒXI—+S", I=1[0, 1], 


de la variété Z = © X I à bord 84 =(Æ X 0) L] (Z X 1) dans 
la sphère S", qui coïncide sur 02 avec l'application (f, g): 0 —- 
— S" définie par la formule 


fatw,n=t/e si it pEX. 


8 (P) 
On en tient compte et on note que toutes les cartes de la forme 
(UXI,hXid\=(UX1I,zx,...,2",t), 
avec (U, h) = (U, x!,..., x") une carte quelconque de la variété 


T', sont positivement compatibles (la chose est évidente) et recou- 


AFFLIUAIIUND VES VAKRIEVES DANS LES SPHERES 403 


vrent entièrement la variété Z —.Z X I, i.e. elles en forment 
l'atlas d'orientation. Aussi définissent-elles une orientation sur Z. 

Cette orientation de Z est notée o pour x pair et —0 dans le 
cas contraire. (Ainsi, o est une orientation définie pour tout nr par 
l'atlas {(U X I, t, xl, ..., x")}.) 

Conformément à une construction générale de [I1.27, o induit 
l'orientation du bord 8% de Z = % X I, donc celle de ses compo- 
santes L'X Oet Lx 1. 

Problème 8. Montrer que o induit sur la variété © X 1 (identi- 
jiée de façon naturelle à 4°) l'orientation donnée de ' et l'orientation 
opposée sur Z X 0. 

On écrit de manière conventionnelle mais fort suggestive : 


(9) OT XI)=TXI1-T X 0. 


La variété 9 (Z' X 1) étant orientée, on définit deg (f, g) de l'ap- 
plication (f. g). Comme toute valeur régulière x, de (f, g) est évidem- 
ment celle de / et g, et que de plus 


(f, 8)! (xo) = (1x0 X 0) LU) (g”!xo X 1), 


il découle de suite de (9), en vertu de la proposition 1 de I11.26, que 
le degré de l'application (f, g) est égal à la différence du degré de f et 
du degré de g: 


deg (f, g) = deg g — deg f. 
Par conséquent, la condition deg f = deg g fait que ce degré est — 


Aussi, l’injectivité de (8) découle immédiatement de la proposi- 
tion 2 ci-dessous. DO 

Problème 9. Soit Z une variété séparée compacte connexe et 
orientée de dimension n à bord 0% = @, et soit [(Z', 82’), (S",s,)] 
l'ensemble des classes d'homotopie rel 92° des applications continues 
(2, 8) —+ (S", so). Définir l'application 


(40) deg: ((Z, 8), (S", so) + Z 


et démontrer que lorsque le bord 82 de Z est difféomorphe à la 
sphère S"-1, il s'agit d’une bijection. (Indication. Quand on re- 
couvre par recollement le bord 842’ par a boule B”, il vient une va- 
riété n-dimensionnelle sans bord justiciable de la proposition 1.] 

Remarque {. L’affirmation du problème 9 implique que toutes 


les applications y: (1", 1") —+ (S", ss) de degré 1 sont homotopes 
relativement à [" (elles définissent un même élément du groupe 


Wn (S", So))- 
Voir remarque 2 de la leçon 25. 


Problème 10. Démontrer que l'application (10) est toujours bijective (pour 
toute variété connexe À à bord 844 quelconque). 
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Proposition 2. Soit 3 une variété séparée paracompacte connexe de 
dimension n + 4 à bord 09  @, et soit 


1: 0D —+$S" 
une application différentiable propre telle que 
deg f = 0. 


Il existe une application continue F: % —+ S" qui prolonge f, ü.e. 
on a 
f=F 09. 


C'est le théorème de prolongement de Hopf. 

Bien que l'idée à la baso de la démonstration soit fort simple, on 
a besoin de plusieurs constructions de caractère topologique géné- 
ral qui sont très intéressantes en elles-mêmes. 


Ÿ$ + % 
. Soit ? un espace topologique séparé normal, et soient W et V ses 
ouverts, We Y. . 

Lemme 1. Il existe une fonction continue f: + I, I = 10, 1j, 
égale à 1 sur W et à 0 à. l'extérieur de V. 

Ce lemme s'appelle théorème d'Urysohn (ou encore grand lemme 
d'Urysohn). Nous en avons parlé dans la remarque 4 de III.24. La 
fonction f y figurant est la fonction d'Urysohn du couple (V, W); 
cf. définition 4 de II1.14. Chose à noter: on n'exige pas en général 
que l’ensemble des points en lesquels j est égale à 1 (resp. à 0) coïn- 
cide avec W (resp. avec TV). 

S'agissant de Z métrisable, la fonction d'Urysohn j est donnée 
par 
11 = EL Lex, 

Vs 1) p (rs W)+pte, XV) | S 
où p est la métrique sur Z'et p (x, C), avec C © Z' un ensemble fer- 
mé arbitraire, la distance 


p (sr C)= inf p(x, y) 
yEC 


du point x à C. (La fonction f (x) de (11) est égale à 1 si et seulement 
si r E W.) Ainsi, le théorème d'Urysohn est évidemment valable pour 
T métrisable. Le cas de Z métrisable s'étend on principe à toutes les 
applications (car un théorème extrêmement difficile de Stone dit 
qu’on munit d'une métrique tout espace séparé paracompact), si bien 
qu'on n’a pas à démontrer le théorème d'Urysohn dans le cas géné- 
ral. 


Lemme 2. Soient © un espace séparé normal, et C sa partie fer- 
mée. Toute application continue f: C +R" de C dans R" est prolon- 
geable à L' tout entier, i.e. il existe une application continue F:  —+ 
—+ R" telle que 

f = Fle. 


Démonstration. Ilest clair qu'il suffit de démontrer le 
lemme pour x = 1 (on l’applique pour tout x à chaque composante 
de f) sous la seule hypothèse | f | << 1 (l'axe R est homéomorphe à 
l'intervalle ]—1, 1[). 

On raisonne par récurrence et on définit sur C les fonctions f,, 
n > 1, en posant jf, = f et 


fes = fn + gr (En — 1), 


avec g, la fonction d'Urysohn du couple 


(LA < ar | [fn < — pr ]} 


ou, plus précisément, la restriction de cette dernière fonction à C. 
(On désigne par le symbole [f << a}, f étant une fonction et a un 
nombre, l'ensemble des points en lesquels f prend une valeur infé- 
rieure à a.) 

Problème 11. Démontrer par récurrence que 


fn (I < (+) pour tout point zE€Z. 


 e . 2n 27 
[ Indication. Si fn &) << — ji » On A fn+1 (&) = fn (2) “+ MT : 
. 2n , an 
et si fn (x) > gn+i ? alors fn+1 (2) = fn (z) — GUES) | 
Ainsi, /n tend vers 0 uniformément sur C. 
Soit 


on 
F,= TT gn+l (28n — 1). 


2n Ld Q # Ld 
Comme [F,] < 57 et que la suite numérique de terme général 


est évidemment convergente, la série fonctionnelle 
F+EFi+... +Fi+ 


converge partout sur 2’ et sa somme Fest une fonction continue. 
La somme partielle F, + F, + ... + F, de la dernière série est 
manifestement égale sur C à f, — fn — f — fn, si bien que F = f 
sur C. [] 

Le lemme 2 s'appelle d’ordinaire théorème de Tietze (du nom du 
mathématicien qui a été le premier à le démontrer pour Z' métri- 
sable ; le cas général a été établi par Urysohn). On note que sa dé- 


on 
gn+i 


7 3ax. 559 
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monstration fait appel au théorème d'Urysohn, si bien qu'à vrai 
dire nous n'avons prouvé le lemme 2 que pour ? métrisable (dans 
le cas Tietze). 

XX +  * 


Ün autre lemme nécessaire a trait aux difféomorphismes de l’'es- 
pace R°. 

Soit DiffiR" le groupe des difféomorphismes 2" —+R" con- 
servant l'orientation (difféomorphismes de degré 1) qui laissent 
fixe le point 0. 

Lemme 3. Quel que soit le difféomorphisme h € DiffiR", on trouve 
une homotopie . 


(12) Hi: xXI-R" 


telle que 
a) l'application 


hi! R'—RT, x H(x,t), x ER’, 


appartienne pour tout t E I au groupe Diffi?” (et laisse, en particu- 
lier, fixe le point 0); 
b) on ait les égalités 
ho = id, h,  =h. 


[Si l'on munit DiffiR" d'une topologie adéquate, l'application 
ti h,est un chemin de ce groupe qui joint l'unité id à l'élément . 
Ainsi, le lemme 3 affirme la connexité par arcs de Diffi R”".] 

Démonstration. Le sous-groupe GL*{n; R) du groupe 
considéré est connexe par arcs (voir leçon 111,41), si bien qu'il suffit 
de démontrer l'existence dans Diff R° d’un chemin (12) qui joint 
le difféomorphisme À à sa différentielle À = (dh), au point O0 (par 
suite de l'identification TR" = R" et de l'égalité k (0) = 0, 
est une application linéaire R°—>R”* conservant l'orientation). 

Par définition, 


h (x) = Ax + s(x)x, xER", 
avec s: R*—>R" une application différentiable dotée de la pro- 
priété s (0) = 0. Aussi, on a pou t Æ0 
th (tx) = Ax +5 (fx) x. 


Comme s (0) = 0, la formule 
__ fé th(ix) sit-Æ0, 
HG, n= si t—0, 


x ER", (6€ I, définit une application continue (et même différen- 
tiable) (12) pour laquelle k; — À et k, = h. La démonstration 
est achevée si l'on dit que quel que soit £ = 0, l'application Rs: 
x {1h (ix) appartient manifestement au groupe Diffÿ 4. 


DÉMONSTRATION DU L'HÉUHEDLIE DE LNULUINULANMAANA LAS AU ENT 


La boule ouverte 5" est difféomorphe à l'espace FR", d'où la 
validité du lemme 3 pour le groupe Diffi B” de tous les difféomor- 
phismes B° —> B" conservant l'orientation qui laissent tixe le 
point 0. 


Kk *  * 


Fort de ces résultats, on passe à la 

Démonstration de la proposition 2. La condition 
deg f = 0 revient à dire que l’image réciproque f-!x, d'un point x,Æ€ 
€ S" est formée des points en nombre pair tels qu'une moitié des 
jacobiens de f soit positive en ces points et l’autre, négative. 

Problème 12. Démontrer l'existence 

{° des arcs inclus disjoints Q, joignant chaque point du premier 
type de Z à un point du second type qui sont entièrement, sauf 


leurs extrémités, dans l’intérieur Z de la variété Z et dont les ex- 
trémités ne touchent pas le bord 42; 

2 de leurs voisinages disjoints VU, (« tubes longeant Q;»); 

3° des difféomorphismes 


o:BXIæU, 


qui appliquent le segment 0 X ZI sur l'arc Q,, le bord (B" XO)UÙ 


U (B” X 1) du produit B" > I sur l'intersection U; N0Z , tels 
que les ensembles 


PA = qu AR" x 0), VE = pr (R" X 1) 
soient pour tout à les voisinages (dans 0Z) des extrémités des Q; 
qui s'appliquent difféomorphiquement par f sur un voisinage W, 
du point xs. 
Les jacobiens des difféomorphismes f|,ç0) et ve sont de si- 
î Î 


gnes contraires par hypothèse. C'est également la propriété des 
difféomorphismes quil, . et Pal , si bien que le jacobien du 
x 0 D x1 


difféomorphisme k; -B" 8" défini par 
hi = (9: bn. o) (/ vo) Ave )°( Pal , 1) 


est positif (on identifie ici Br x Oet B" x 1 à B"). De plus, 
ki (0) — 0 par construction. Par conséquent, h, € Difff B”, et il 


existe dans Difti B? le chemin 


o o 
H;,:2"x1—B" 
7* 
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qui joint id à h,. Ce faisant, on définit sur le voisinage U = UU, 

de l’ensemble fermé Q = UQ, l'application g: U — S" donnée 
sur U, par 

= ° ° oH [.) ri 

&lu; (flv) (: Br vo) 1° 


L'application g est continue. Elle coïncide sur U N 9% = U(Vi 1 
U V?) avec f et jouit de la propriété g”? (xo) = Q. 
Soit V un voisinage de Q tel que V © U (on pose, par exemple, 


V n Up: (B?2 X 1), et soit C = V U 0%. Il est clair que la for- 
mule 


_{gtp) si peV, 
ME l;G) si peoz 


définit une application continue F,: C — S" qui prolonge f: 03 — 
—S". 

Aux termes d’un théorème de Dieudonné (voir remarque 4 de la 
leçon III.24), la variété Z est normale. Il y a plus. Z étant connexe 
et paracompacte vérifie le deuxième axiome de dénombrabilité 
(remarque 2 de leçon 111.24) et est donc plongeable dans R" (théo- 
rème { de la leçon III.14). Par conséquent, Z est de plus métrisable. 
[Le résultat de Dieudonné est cité sans démonstration. Quant au 
théorème 1 de 111.14, on l’a établi pour les variétés compactes sans 
bord. Aussi, nos raisonnements sont à vrai dire lacunaires. Le cas 
D =% X I, T étant une variété compacte sans bord, est par 
contre complètement justifié.] 

Ce faisant, on considère la restriction 


F'= Fil v 


de l'application F, à l'ensemble fermé CXV € Z\XV. Cette appli- 
cation laisse certes fixe le point x,, i.e. c'est une application dans 
SN {xo}. La sphère épointée SC {x,} est homéomorphe à l'espa- 
ce R", si bien que 7’ est prolongeable en vertu du théorème de 
Tietze (il est déjà connu qu'il s'applique en l'occurrence) en une 
application continue 


F, : BV + S'X x}. 
On pose 
_ Fi (P) si pEC, 
FOIE Tr Gp) si pEZ XV, 
et on obtient évidemment le prolongement voulu F: 3% —+ S" de 


l'application f. O | 
La proposition 2 se trouve démontrée, ainsi que la proposition 1. 


LEÇON 27 


Groupe r.S$". — Théorème de classe caractéristique. — Sa généra- 
lisation. — Groupes d'homotopie d'un espace de revêtement. — 
Fibration de Hopf et groupe x7:S°.— Groupes 4,15". — Opération » 
dans les groupes d'homotopie des sphères. — Calcul de la classe d'ho- 
motopie de l'application pOTU,,. — Liaisonavec les Kç-groupes. 


Si Z = $S", l'ensemble (7, SJ est le groupe n,$S", et l’ap- 
plication (8) de la leçon 26 devient donc l'application 


(1) deg : n,9" +2 


de groupes. 

Problème {. Montrer que l'application (1) est un isomorphisme. 

Ainsi, fn9” est un groupe cyclique libre. 

Soit t, la classe d'homotopie ([id] de l'application identique 
S"—S". Comme degr, — 1, l'élément 1, est un générateur du. 
£TOUPE Hn9”. 

Si l’on considère les éléments de 7,$S" comme classes d'homoto- 
pie rel Z" des applications (2", 1") + (S", s.), t, est la classe [y] 
de l'application x du problème 15 de la leçon 25. 


+ + *« 


Ainsi, le groupe #,+,9"+1 de la suite d'homotopie 


en + mS0(n+1) “5, SO—+0, n, SO = 7, SO (n + 2) 
du fibré Ton = (SO (n + 2), p, S"*?) constitue un groupe cycli- 


que libre de générateur 1,4, et le noyau de l'épimorphisme à, : 
An +190 (R + 2) — 1,S0 est engendré par l'élément d, 41. 

. Proposition 1. L'élément dh+, est la classe caractéristique du 
fibre To'+1: l, €. 


in+1 = nt), 


avec Th41: S" — SO (n + 1) une application caractéristique. 
émonstration. Conformément à la remarque 1 de la le- 
çon 25, le groupe ñ7h+1 (2°, x.) est supposé contenir pour tout espace 
topologique pointé (2, x.) non seulement les classes d'homotopie 
rel 8, des applications continues f: (S"*!, s,) + (2, x), avec s, 
un point fixe de la sphère S"*! (dans la leçon 25, nous avons fait 
l'hypothèse de s, — €e,, mais on peut également supposer que s — 
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— €n+1), mais aussi les classes d'homotopie rel S” des applications 
continues g: (Ef:j, S")—+ (2, re), où Ef:) est l'hémisphère 
rt < 0 de S"*! et S' son bord (équateur de S"*!). Ce faisant, si 
& E Tn+1 (2, x) est défini par f: (S"*1, 8) + (2, x), il l’est de 
même par g = fox: (Ent, S") —+ (©',x0), où % est une applica- 
tion (Ef:), S')—+ (S"*!, 8) quelconque qui applique homéomor- 
phiquement, sans en renverser l'orientation, l'hémisphère ouvert 
Ef=) = Ef*)XS” sur la sphère épointée S"+IX {s,)}. 

C'est en particulier juste si & — S"+#! et x, — 50 — en, 
auquel cas le générateur t,+, du groupe nh+1$"*1= nn+1 (S"*!, 5.) 
est précisément la classe d'homotopie [y] de l'application 4. Aussi 
(voir la construction de l’'homomorphisme 4 de la leçon 26), il faut. 
pour avoir l'application S” —+ SO (n + 1) de la classe d&h41, cons- 
truire 


L':(Ett, S")->(S0 (n+2), SO (n + 1)), 


relèvement de # (i.e. on a po X = x), puis sa restriction à S': 


(2) uni = [XIe]: 
On adopte donc pour % l'application 
(3) (Et, D) + (S"*1, entt)r 


qui laisse fixe —e,+, et transforme tout autre vecteur x € Ef* en 


le vecteur x (x) E S"#! du plan défini par x, e,+, qui forme avec 
—€h+, un angle deux fois plus grand (chaque point distinct du 
pôle —e, +, de l'hémisphère E**\ est déplacé par % sur son méridien 
de façon que sa distance au pôle augmente deux fois; # jouit incon- 
testablement de toutes les propriétés voulues). On définit l'applica- 
tion y’ par les formules 


se) (X (x) si X(x)EETH!, 
{ (x) = Lo (X(x)) Tnas(Xo(x)) si X(x) CES, 
xEEnft, 


avec s-) et s+, les sections construites dans la leçon 25 et 4, (x) le 
point d'intersection de l'équateur S" et du méridien passant par 
x = —€h+1. [On note que % (x) E E**) signifie précisément que la 
distance entre le pôle —e, +, et le point x du méridien est 1/4 au plus 
et que si % (x) € Et}, elle est x/4 au moins (et x/2 au plus).] Puis- 
que les points x, x (x) ES", vérifient l'égalité 4 (x) — %o (x) (et 
comme Sç) = S+4)Tn+1), la formule (4) définit bien l'application 
continue 4. Vu que p (54) (X (x)) Tn+a (49)X))) = p (sc) (x (x))) = 
= % (x) et p (sc, (4 (x))) = %x (x), l'application A est un relève- 
ment de x, et la restriction #' |s" de 4’ à S” coïncide avec T,:;: 


SA GENERALISATION 4{1 


parce que x (x) = €n+, pour xES et Se n+1) = R (eux, 
eEn+1) = id (voir leçon 
Conformément à la formule (2), cela démontre la proposition {. O 
Corollaire 1. Si n est impair, l'élément [T,},] du groupe 
1h90 (n + 1) est d'ordre infini et 


0 :Hn419"1—+ 7, SO (n + 1) 


est un monomorphisme. 
Démonstration. Il suffit de noter qu'on a dans le grou- 


pe An) : 
Pe[Tn4]=(1+(—1)) tn 


(voir problème 8 de la leçon 25). D 

Ainsi, le groupe stable n,SO est isomorphe pour n impair au 
groupe quotient du groupe métastable n,SO (n + Î) par un sous- 
groupe cyclique infini. 


* * * 
Comme Ty+1 — Ta+1o id, la proposition { s'écrit 
(Tr = Ont 


dh+1 étant l’'homomorphisme An4197*1— 7h90 (n + 1). 
Cet énoncé admet une généralisation importante. 
Quels que soient xES" et t1E[—1, 1], nous désignons par 


[x, t] le point cos _. tx + sin ++ En +, de la sphère S"* (il est sur 


le méridien passant par x € S"*! dont il est distant de + t; ainsi, x 


et { sont les analogues de la longitude et de la latitude des géogra- 
phes). 

Cette notation aidant, on fait correspondre à f: S"— S” quel- 
conque l'application Ef: (S"*1, e,41) — (S"*!, eh+1) définie par 


(Ep) x, = f(x), #1, x ES", —1<t<1. 


Problème 2. Démontrer que 
19 ax formule E ([f] —{EÆEf] définit parfaitement une application 


ES + An409 771 


2° E est un homomorphisme. 

Il est clair que E (id) — id, donc Et, = th+1. 

E s'appelle homomorphisme de suspension ou suspension tout court. 
Une application g: S"+!— S"+1 (resp. classe d'homotopie f € 
€ Ha 41977) est obtenue par suspension s'il existe une application 

—> S" (resp. classe d’homotopie « € x,9") telle que g —Ef 
(resp. 8 — Ea). Tous les éléments Bf € x,+,97*! forment un sous- 
groupe (image Im E de l'homomorphisme E) de n,+4,87*". 
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Proposition 2, Quel que soit mn, l'homomorphisme composé 


Ôô 
na S7 + AnuS 5 1, SO (m+ 1) 


coïncide avec l'homomorphisme (Tm+i1e! HnS —+ fnSO (m + 1) 
induit par l'application Th+1: 


(Tm+1)s = 0m+1 9 E. 


Démonstration. Soit «€ n,S” défini par l'application 
J: S"— S”, et soit le diagramme 
E,_f à 
(ET, $") + (E7', $) + (SO(m+ 2), SO(m+ 1)) 


Xn | Xm 
(S""1, enss) + (S1, emx1) (SO (m + 2), SO(m+1)), 


OÙ Yn et Xm Sont les applications (3) pour nr et m respectivement, 
4m est le relèvement (4) de 4, et Æ(_;f est la restriction de l’appli- 
cation Æf à Ef:). Le diagramme est évidemment commutatif, si 
bien que %,, ° Eç_ÿf est un relèvement de %,, ° E(yf = Ef o ya. 
L'application Ef + y, donne par définition l'élément £«œ du groupe 
Hn +19 *! (considéré comme groupe des classes d'homotopie rel S” 
des applications (Ef*j, S”) —+ (S"*}, e,41)), et la restriction g — 
= (4m ° Etaf) [en de xmo Ecyf à S" (regardée comme applica- 
tion S° —+ SO (m+ 1)) définit donc l'élément 0Ea de x,S0 (m + 1). 
D'autre part, 


E(_f [sr =} et Un |" = ENT 


entraînent g — Tn+4,°/fet, partant, [gl = (T+)» (11 = (Tn1)xc. 
Par conséquent, 0Ex — (Tm+1)e@. 
Théorème 1. L'application 


E nn —+ Ant 77° 


est pour n << 2m — À un isomorphisme, et elle est un épimorphisme si 
n=2m—îi. 0 

Ce théorème porte le nom de théorème de Freudenthal (bien que 
Pontriaguine l'ait prouvé un peu avant ce dernier). La démonstration 
étant assez compliquée ne saurait être donnée dans ce livre. 

On note que le théorème est trivial pour r < m (car tous les 
groupes y figurant sont triviaux pour rn << m; quand nr = m, la cause 
en est l'égalité Et, = 1h41). Nous n'aurons en fait besoin que du 
premier cas non trivial, savoir n — m — 1. 

Avec ce théorème, la proposition 2 entraîne 


Jm 0,+, = Im (Tm+1)+ 


dans 7,S0 (m + À) pour n < 2m — 1. Si n — m + 1, c'est exacte- 
ment l'affirmation d de la leçon 25. 

Passons à l'affirmation e et calculons explicitement pour tout 
n > 1 les groupes x, +1S". 


+ + + 


Soit p: (6, eo) + (8, b,) un revêtement pointé quelconque (voir 
leçon 5). Chaque revêtement est une fibration de Hurewicz (voir le- 
çon 2), si bien qu'on a la suite exacte 


(5) ...+m(Fie)rm (8, 0) en (8, bo) + ni (F, eo)... 


D'autre part, x, (F, e,) est trivial pour tout n => 1 vu que la fibre 
F est discrète. Aussi, l'exactitude de la suite (5) fait que l’homomor- 
phisme 


Pa: An(8: 60) + An (P, bo) 


induit par le revêtement p constitue un isomorphisme pour tout n > 2. 

[Quant au cas n — 1, la propriété en question de (5) entraîne que 
Px: (8, ee) (8, b,) est un monomorphisme, ce que nous 
savons d’ailleurs (voir proposition 1 de la leçon 4).] 

En particulier, le groupe x, (#, b,), nr > 2, est isomorphe pour 
tout espace recouvrable # au groupe x, (&, e) — 1716 du revête- 
ment universel & (on rappelle que & est simplement connexe). 
Puisque c'est la droite R qui. est l'espace & pour la circonférence 
S! (voir exemple 1 de la leçon 2) et n,R = 0 (voir ci-dessus le cal- 
cul de x,S" pour n << m), cela prouve que 


(6) HnSt=0 pour n>2. 
En particulier, n,S! = 0. 
*# Là Là 


On identifie la sphère S? au plan complété C* des nombres com- 
plexes (i.e. à la droite projective complexe CP1 et on assimile la 
sphère S° à la sphère unité du plan complexe €*°. Soit l'application 


(7) h:5°— 5" 
donnée par 
R (Zo = , Zl+1zl=1. 


C'est la fibration de Hopf. 

On identifie les points (25, z) € S° aux quaternions E — z, + 
+ zj (ie. S° est considérée comme groupe des quaternions Ë de 
norme | £ | = 1) et on obtient de suite que les fibres de l'applica- 


8 3anx. 539 


tion # sont exactement les classes S'E du groupe S° suivant son 
sous-groupe S! à éléments complexes z, | z | — 1. Par conséquent, 
l'application (7) est un fibré localement trivial de fibre-type S' (ou, 
plus précisément, un S'-fibré principal localement trivial). 

[Toutes les fibres de k, sauf deux, deviennent par la projection 
stéréographique S—+R U{oco} des courbes fermées de ? dont 


chacune rencontre le disque unité 82 du plan Oxy en un seul point, 
et les deux fibres restantes se transforment l'une en l’axe Oz et l’au- 
tre en le bord x? + y? = 1, z — 0, du disque B?. L'application À 
admet donc une représentation géométrique sensible.] 

La suite d'homotopie de la fibration de Hopf s'écrit 


es — Nn49— Nn9° 2e An — nS—+ ..., 
ce qui entraîne de suite selon (6) que l'homomorphisme 
hy : n° — n° | 
induit par h est un isomorphisme pour tout n > 2. 
En particulier, Le groupe n.S° est isomorphe du groupe n,S? — 
— Z. L'isomorphisme 
H : n39° —> Z 
est donné par 
H — deg ch; 
(si bien que À, («) — H (a), pour tout élément « € n,S°). 

Le nombre À (œ«) — Ha s'appelle invariant de Hopf de « € n.S? 
(ou de l'application f: S°—+ S? de la classe &). On le calcule en 
choisissant dans la classe à une application ge h, avec g: S°—+ S? 
(on sait déjà que ce choix est toujours possible), auquel cas 

Ha — deg g. 


La classe d'homotopie de l’application k: S°—+ S° est notée n,. 
Comme k — id © k, on a Hn; = 1, si bien que l'élément n, engendre 
le groupe cyclique infini a.S°. 


+ XX  * 


Puisque #7 — 2m — { pour n — 3 et m — 2, aux termes du 
théorème de Freudenthal, l'application E: n3$°— nS* est un 
épimorphisme, et toutes les applications 


. n+1 
E : Tn+197 > Tn+20 Ù n>3, 


sont des isomorphismes. 
Par conséquent, tous les groupes nh+1$", r > 3, sont des groupes 
cycliques de générateurs nn+1 = Enn = E" na. 
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Théorème 2. Les groupes n1+19", nr > 3, sont des groupes cycli- 
ques d'ordre 2.[] 

C'est un autre théorème de Freudenthal (dont la première dé- 
monstration est cette fois encore l'œuvre de Pontriaguine). La véri- 
fication en est même plus ardue que celle du théorème 1, et nous 
nous en passons. [En fait, Freudenthal a prouvé un théorème qui 
décrit le noyau de l'épimorphisme E: fon 19" —> fenS"*! pour 
tout nr > 2. On l'appelle d'ordinaire « partie difficile » du théorème 
de Freudenthal dont la « partie facile » est le théorème t.] 

Le théorème 2 fournit en particulier l'affirmation e de la le- 
çon 25. 


*k *k * 
L'affirmation f traduit un fait infiniment plus simple. 
Soient f: S°—+ S" et g: S"—+ S' deux applications continues. 
quelconques, et soient & € Tn97 et BE rmS" leurs classes d’ho- 


motopie respectives. 
Problème 3. Démontrer que la formule 


Boa—{gefl 
définit bien l'élément f ° « du groupe n,S". 
On note que B + « n’est autre que l'élément g,a: 
pou gen. 


Aussi, on a pour n'importe quels éléments «,, & E nnS", BE ñ7mS" 


Bou +a) = Bou +Bea 
(distributivité à droite). 
Chose curieuse, la distributivité à gauche 
(Bi + Bou =Bioa +fsoa, aœEnn9"; Bi Ba € Amd”, 


n'a pas lieu en général. (On montre par exemple (le fairel) qu'on a: 
pour tout k€ Z 


Gs+ .…. +3) o Ms = ÀMN3 
k fois 


bien que 13° n3 — Ms; résultat évident.) Mais si & est obtenu par- 
suspension, cette loi s'avère juste. 
Problème 4. Montrer qu'on a pour n'importe quels éléments 


GE Tn-1 Ni "À, B;, Be EAm9” 
(Bi + Be) o Ex = Bo Eux + B,° Ea 


[{ndication. Toute application f: S"-t S"-1 vérifie l'égalité 
no Ef = (Ef V Ef)cu, avec l'application (12) de la leçon 25.]. 


8° 


+L1V API ON dt 


Si g: S" —+ S” est en particulier de degré 4 (donc [gl = kt,,), 
alors g4 (Ex) = kEa pour chaque & Exh_1S”""!. Supposons par 
exemple que X est pair et que tous les éléments du groupe n,S" 
s'écrivent Ea et sont d'ordre 2 (or, c'est justement le cas de n — 
=m+i,m>3). On a g, = 0. 

Cela prouve l'affirmation f de la leçon 25. 

Il ne nous reste qu'à vérifier l'affirmation g. 


+ + + 


Le problème 9 de la leçon 25 implique que l'application plo 
o Tu: S—+ ST, n — 2m, de l'affirmation g est définie par 


_ _ Iëm 14 2l2m lt 
@) CE TC 7 LE 
i=0, ...,m—2, 
AVEC Zos + + + 2m leS Coordonnées du point z ES" et w,, ..., Wn 1 


celles de w — (pŸ o TU.) (z) de S'-!. (N'oubliez pas que Re z, — 
— 0.) Aussi, la restriction g de pU + TV, à l'équateur S”-! (défini 
par Im z, — 0, i.e. z,}, — 0) de la sphère S" est donnée par 


(9) 


W y = — 72m i—0, 9 m — à, 
Wu = 1 —2 | Zm-4 |? 


C'est donc une application de la sphère S"-! de l’espace des z sur 
l'équateur (d'équation Im w, _ — 0) de la sphère S"-! de l'espace 
des w. Il y a plus. Selon la dernière formule (8), 

4 | 2m) L 


2 - Imz,, 


Im Uni — 
si bien que l'hémisphère supérieur En c S” formé des points 
z € S" tels que Im z, > 0 est envoyé par pŸ © TU,, en l'hémisphe- 
re supérieur EE! € S"-! formé des points w ESn- “1 pour lesquels 
“on a Imw,_1 >0. Pareillement, l'hémisphère inférieur E,, 
Im z, < 0, devient par cette application l'hémisphère inférieur 
ES, Im uw, < 0. 

Problème 5. Montrer que toute application f: S"—+ S" qui 
transforme l'hémisphère ÉEf;, de S" en l'hémisphère E, de 
S" et l'hémisphère Ef_, en Ef:) (elle envoie donc l'équateur S"-! 
de S”" en l'équateur cm- -! de S”) est homotope à à l'application Eg, 
g étant la restriction de f à S"-* qu'on considère comme S' = —+ 
+ S"-1, ([/ndication. Les points f (x) et (Eg) (x), x € S", n'étant pas 
diamétralement opposés peuvent être joints par un arc de grand 
cercle de longueur inférieure à à.] 

On voit en particulier que pŸ + Th, est homotope à Eg, g étant 
d'application (9). 
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+1 
On en tient compte et on commence par le cas m = 2, l'applica- 
tion g: S°—+ $° étant définie par 
(10) Wo = —2294, W = 1 — 2], |, 
Ÿ 2 « ” 2 2 !  — 
où |Z9 | + [2 F = {, 29, A € L et | Wo l +lwfzl w ec, 
w, ER. La projection stéréographique S°— C+ est donnée par 


DQ 


2 = 
1 —w; 


? 


(voir formule (28) de 1.29) si bien que g considérée comme S° + C+ 
l'est par 


et elle diffère donc de l'application de Hopf (7) par le difféomor- 
phisme 2 + de la sphère C+. Ce dernier est évidemment de de- 


gré 1, si bien que l’application g représente pour nr — 2 le générateur 
ns de n;S° et, partant, pl o TU, représente le générateur 1, — 
— En, du groupe ,S°. 

Cela démontre g pour x — 2. | 

Afin d’avoir ce résultat pour mn >> 2 pair quelconque, il suffit 
de montrer que l'application g: S"-1+> S"-3, n — 2m, m pair, est 
homotope à l'application E"-5g,, où g,: S° — S° est définie par 
(10). On procédera en explicitant l’homotopie correspondante. (On 
peut énoncer le problème analogue pour p, + T;n+, dans le domaine 
réel, auquel cas l’homotopie cherchée est construite géométrique- 
ment, .après quoi on transporte formellement les formules obtenues 
dans le domaine complexe. Une fois les formules explicitées, on n'a 
pas à se soucier de la façon dont on les a obtenues.) 

Problème 6. Montrer que l'application E"-g, est donnée par les 
formules 


D; =2;, i—=0, ..., m — 3, 
Zm-952m— 
(11) LD = D — 
\ V | 2m-2 | + |zn-1 | 
L Z2m-2 1?— | 2m-1 |? 
Wyn-1 = — 


V 2m (+ 1 2m là 


(on estime que Wa = my = 0 Si Zm-9 = Zm-1 =). 
On pose m—21,1—=Vt(1—t)et A=V1—t+t(|zm 22 + 12m 112) 
et on définit l'homotopie S"7° x 1—+S""? par 


2 —_ _ 
Way = za; Trees 5 ( — À) 22j2m-1 — VZ234#12m-1)a 
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_ 2 _ _ 

(12) Dj = Uri Vij [CT — 1) 255412m-1 + TZe52m-1), 

2 7 2 

Wm-2 — À — = 2m-22m-1 m1 = À | Zm-1 [?, 
j=0, 1, ….. 1 —2, 0OSi<1 


(pour [Zn l2+ 2m 70: Si |2m4l7+12ml°=0, donc 4=— 
— V1—t, on pose 
D, — t2,j + Tzoj+i — 2 [Y” 1 — À 23 2m — V'tzj Zm-1 ls 
Wo+i = Ut2j+s — T2oj —2[V 1-1 Z2j#+12m1 V't Z232m-1), 
Wm_o = 0, Dm, —= V 1—t; 


il est clair que la continuité est conservée). 

Les formules (12) ont un sens (notons-le) pour m pair seul. 

Elles deviennent (9) ou (11) selon que t = Oout = fi. 

Il ne faut donc que démontrer que (12) définissent effectivement 
l'application S"! x 1—+ S"?, i.e. que 


m-1 m—i 
D Jw,l=i si D [zal?=1 et 0<I<1. 
i=0 {1—=0 


(On note que wh_, de (12) est nécessairement réel.) Le seul moyen 
d'y arriver est malheureusement un calcul direct fastidieux. 
On a 


| w,y |? = (t22, + Taoyas + (4 — +) 2372m-1 —Tayj4t2m-i)) X 
X (422, À Ta2j+i — + [(1 — 1) Z2J2m-1 —T212m1)) — 
= t|2o7 |? + ET (22722741 + 2212241) HT] 24 7 — 
H + [({—1)t12: 1?+(1—2t) TZojZ2j#i — T2 | Zagas LT 2m — 
= 2 ((1 —t) 4125 124 (1 — 20) 20522544 — TE | 22541 17] 2m-1 + 
+ (0 1 227 Pl 2m 


T2 OT 2 
— (1 —1) T(205225412m-1 + Z2j225+12m- 1) HT] 241 12 1 2m ll. 


Pareillement, 
= 2 _ _ 
bjr 1? = (trees — Ti [CT — 4) 235+12m- + 52m) X 


_ 2 — _ 
 % (rajes — Tag — 7 (A — À) Za412m- + TZaf2m-1)) = 
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= LÉ] 2oj4s [7 — ET (20522543 + 2220544) FT | 223 l°— 


nv E 2 (4 —t)t| 241 |? —(1-—-2t) Toj22ji — © | 205 ll Zm-1 — 


Je 


[(—t)t] 20748 (2 — (1 — 22) T2 20 je — 2 | 225 19] Zm-1 + 


+ (4 — À)* | 22541 FFT 2m 174 
+(i—t)T (22522m 1 + 2952232 - 1)+ 721 225 12 | Zm-1 19] 
Aussi 
m—3 2 : 
D lui (+221 — 5) #12) (2m + 2m-1) + 


i=0 


m— 3 
, 4 
++ an) D Ia le, 
i=0 
donc 
m 
» [w, 2 = 413 (L—t) | 2m 1) (1 — | 2m-2 l— 2m l*) , 
0 i — A? TT 
{= 


+4 l2m-s13 | 2-1 La? L2m-1 Leu 
Le coefficient de | z,-, |* du numérateur vaut —4 (1 — t{) + 4 — 
= 4t, et celui de | z,, |? est 
AU + 4 (1 — 0) (1 — | 2-9 [°) + 4 lëmea ° — 44? = 
—A!t + 41 — D +t|2n-0 |? — À?] = 
= —At — 4t | 2,1 [°. 


Quant au terme constant, il s'exprime comme suit: 
A (1 — | zm-a °) + Àf = A? A + 4] 2m [P). 
Aussi 
m 
D qu, 12 — TE 2mer 1 (GE mes M A9) mes PAIE êmes 19) 4 
nu Ai = 1, 
= 0 


ce qui prouve complètement l'affirmation g. Q 

Nous pouvons enfin estimer démontrée la proposition 1 de la 
leçon 25 (encore ne l’est-elle que modulo les thévrèmes 1 et 2 de 
Freudenthal). Le non-parallélisme sur les sphères S"*!, n — 4l + 2, 
l 1, est établi de façon analogue par le théorème de Bott relatif 
au groupe métastable x,,U (m) (voir leçon 26). D'ailleurs, cette dé- 
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monstration répète tout bonnement celle de l'implication 3 de la 
page 377 (dont on s'est passé). Cela tient à la liaison étroite entre 
les Æ£-groupes et les groupes stables d'homotopie a, U. 


k +  *% 


Comme deux fibrés vectoriels sont isomorphes si et seulement 
si c'est le cas des fibrés principaux associés el comme un fibré vecto- 
riel complexe quelconque de rang "= est réductible au groupe L'(m), 
le problème 3 de la leçon 25 entraîne que l'ensemble Vect£S”" de 
fibrés vectoriels complexes de rang #7 sur la sphère S" est en cor- 
respondance biunivoque canonique avec le groupe 7, U (mn) et qu'il 
correspond au fibré E la classe caractéristique du U (m)-fibré princi- 
pal associé. Soit TE cette classe. 


Problème 7. On suppose que la flèche verticale gauche du diagramme 
r 
Vect£S" — na (m) 
T 
Vect£* 9" — nn-aU (m+ 1) 


constitue l'application E => E @ 8! et que la flèche droite est induite par l'in- 
clusion U (m) —+ U (m + 1). Montrer qu'il s'agit d'un diagramme commutatif. 


Il en résulte que la formule T [E] — T (£ + 8N), N° étant un 
nombre quelconque supérieur à m + 1, définit parfaitement l'ap- 
plication (évidemment bijective) 


(13) T:KçeS"—+ nn 


Problème 8. Montrer que (13) est un isomorphisme. [[ndication. I1 suffit de 
démontrer que quelles que soient les applications À: 4 — U (m,), B: À —+ 
app 


—+ U (m,), ication À @ B: À —+ Ü (m, + m,) donnée par 
A 0 A 
uenp=l® 3: 2%: 
est homotope à AB: © —+ U (m1 + m2) définie par 
A(p) 0 | B(p) 0 | 
AB = . , 
(4B) (p) 0 En, 0 En, 


avec E, la matrice unité d'ordre m; cf. formule (8) de la leçon 24.] 


En vertu du théorème de Bott traitant les groupes n,U, cela dé- 
montre l'affirmation relative aux groupes ÆX£S" de la leçon 24. 


Comme chaque point (z, «) de l’espace total du fibré tautologique 
Nn #1 Sur CP? (voir leçon 24) s’identifie canoniquement pour z £ 0 
au point z, l’ensemble de tous ces points avec | z | — 1 est une sous- 
variété plongée difféomorphe à la sphère S?"+!. 
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Problème 9. Montrer que 

{1° la restriction de la projection du fibré n,+, à cetle sous-variété 
est le fibré $?"*!— CP" de fibres les grands cercles de S?"*! (inter- 
sections de S$?"*! avec les plans bidimensionnels passant par le centre) ; 

29 si n — 1, ce fibré est par suite de CP! — 5” exactement la 
fibration de Hopf (f). 

(Cela explique le nom de fibration de ITopf qu'on donne souvent 
aux fibrés tautologiques 1, +,.) 

Problème 10. Montrer que la classe caractéristique du fibré n, 
est un générateur du groupe axU (1) = a,$S! 

C'est exactement le théorème signalé dans la leçon 24 qui dit que 
l'élément B, engendre le groupe cyclique X€S'. 

Pareillement, les affirmations a à c des pages 369-370 constituent 
une partie intégrante du théorème de périodicité de Bott. 


ANNEXE 


Construction des (W, Sp (n))-instantons.— Description des (W, Sp (n))- 
instantons. — Espace des modules de (W, Sp (n))-instantons. — 
N-instantons. — XV — 1. — N — 2. — N — 3. 


La construction des k-instantons dont nous avons fait mention 
dans la leçon 22 (pour des raisons de commodité, nous allons écrire 
N au lieu de k) constitue un cas particulier d’une construction géné- 
rale unique des connexions sur les fibrés principaux (ou, ce qui re- 
vient au même, sur les fibrés vectoriels) au-dessus de la sphère S£. 
Dans cette Annexe, nous nous proposons (en suivant pour l'essen- 
tiel Atiyah) de la décrire et de l’étudier au possible. 

On rappelle (voir leçon 7) qu'on désigne par le symbole Sp (7) le 
groupe UF (n) des isométries de l’espace quaternionique H”. 

Définition {. On appelle (W, Sp (n))-instanton un champ autodual 
de Yang-Mills sur le Sp (n)-fibré principal au-dessus de la sphère 
S* dont le nombre de Chern c4,, (voir leçon 23) est égal à W > 0. 

Quand n — 1, ce sont exactement les V-instantons au sens de 
la leçon 22 (parce que Sp (1) = SU (2)). 

Afin de ne pas recourir aux cartes, on identifie S# à la droite 
projective quaternionique HP! dont les points sont les classes 
(x: y) de la proportionnalité à droite des couples de quaternions. 
[On n'emploie pas ici les caractères gras ; les couples (x, y) et (x, y) 
sont proportionnels à droite (définissent un même point de HP!) 
s'il existe un quaternion E 0 tel que x, = xzË, y, = yëé, i.e. si ou 
bien y, = y = 0, ou bien z,y;* = ry *; tous les couples (x, y) sont 
bien sûr supposés être différents de (0, 0).] Si l’on identifie la droite 
HP? à la sphère St (ou, plus précisément, à l'espace R‘ U {oo} — 
— H U {o}), il correspond à (x: y), y # 0, le quaternion zy”* et à 
(x : 0) le point co. 

Soient C et D deux matrices quaternioniques à #7 + lignes et 
N colonnes telles que, quels que soient les quaternions x, y non si- 
multanément nuls, la matrice 


(1) v (x, y) = Cz + Dy 


soit de rang N maximal, i.e. ses colonnes engendrent dans l'espace 
vectoriel à droite Hr+N sur H un sous-espace de dimension M. Ce 
dernier ne dépend certes que du point (x: y) € HP’, si bien qu'on 
va le noter T4... 
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Soit F(x : y le supplémentaire orthogonal de 7°: (par rapport 
à la métrique standard de l'espace H+N; voir leçon 7). 

Problème 1. Montrer que les sous-espaces f(x: et V'(x:y) Sont 
des fibres des fibrés vectoriels quaternioniques sur S$. (Indication. La 
somme de Whitney de ces fibrés est le fibré trivial S4 x Hn+\.] 

Nous désignons ces fibrés (et leurs espaces totaux) par & et &1 
respectivement. Le rang (sur H) de € est n, et celui de 61 (fibré 
auxiliaire) vaut . 

& est par construction un Sp(n)-fibré vectoriel, donc un 

SU (2n)-fibré vectoriel (par suite de l'inclusion naturelle Sp (n) & 
« SU (2n)). Aussi, on définit (voir leçon 23) son nombre de Chern 
C2): 
Problème 2. Montrer que le nombre de Chern cu, du fibré € est 
égal à N. (Indication. &! est la somme de Whitney de W fibrés 
quaternioniques linéaires dont le nombre de Chern cx), est dans 
chaque cas —1.] 

Ainsi, les champs autoduaux de Yang-Mills sur 6 sont des 
(NW, Sp (n))-instantons. 

Chaque section s de & étant celle du fibré trivial SX Hr+N 
n'est autre qu'une fonction sur Sf à valeurs dans i"+N qui pré- 
sente la propriété suivante : on a pour tout point (z:y) € S4 


(2) S(r:yY)E «im 


Aussi, tout champ de vecteurs XÀ sur S* transforme s en la fonction 
Xs à valeurs dans H'+N, Mais Xs ne vérifie pas la condition (2). 
On pallie à ce défaut si l’on projette orthogonalement, pour chaque 
point (z:y) E St, le vecteur (Xs),.n E Hr+N sur F(x:yx Soit 
(VxS)x : y) Cette projection. Dans ce cas, l'application Vxs: (x: y) — 
> (V xS)(x : y) est une section du fibré 6 et la correspondance s —+ V xs 
est (le vérifier!) une dérivation covariante. 

Ainsi, on a construit sur & (et, partant, sur le Sp (n)-fibré prin- 
cipal associé) une connexion V. 

Remarque 1. On observe que ce procédé général de construction 
d'une connexion s'applique à un fibré Ë arbitraire, sous-fibré d’un 
fibré trivial (par exemple, à un fibré de type fini quelconque sur un 
espace normal; voir proposition 2 de la leçon 23). On montre (le 
faire !) que ce procédé permet de construire, à une transformation de 
jauge (automorphisme du fibré) près, toute connexion sur Ë. 

Désireux de calculer explicitement V (plus précisément, sa for- 
me de connexion qu'est le potentiel) sans utiliser les cartes, nous 
faisons recours au projecteur orthogonal P..,, qui projette l’es- 
pace Hn+N sur le sous-espace F4... Soit Qx:y = E — Px:ny le 
projecteur supplémentaire (sur 74, .,). 

La différentielle covariante Vs par rapport à la connexion V 
d'une section s: St —> & quelconque du fibré & est donnée par 
définition par la formule Vs= P ds = ds— Q ds (on omet les argu- 


ments). Or, Qs = 0, donc d (Qs) = 0, i.e. Q ds = —(dQ)s (on iden- 
tifie tous les opérateurs à leurs matrices). Comme Q? — Q, on a de 
plus Q ds = Q (Q ds) — —(Q d@Q)s. Par conséquent, 

Vs = ds + (Q dQ)s = ds + ®s, 
où D = Q dQ. Cela veut dire que l'opérateur dérivation covariante Y 
des sections du fibré & est une restriction de l'opérateur d + ® défini 
pour n'importe quelles fonctions S —+ Hn+N, 

La forme de courbure Fx associée à la dérivation d + ® s'écrit 
(voir formule (14) de la leçon 22) Fo = d®D + DA ®. 

Mais Q° = Q, donc Q-dQ + dQ:Q = dQ, si bien que 
DA D —=Q:dQ A Q-dQ = Q-40-QA dQ = 

= Q (dQ —Q dQ) A dQ = Q dQ A dQ —Q do A dQ = 0, 
et F = d®,i.e. Fo = dQ À dQ. Il vient de suite pour la forme 
de courbure F de la connexion V: 

F = P (dQ A dQ) P. 
Problème 3. Montrer que 
Q = vp-AT, 
avec v la matrice (1) et p? = vTv une matrice quaternionique d'or- 
dre V. (On omet les arguments.) 

Comme Pv = OetvTP = 0 (on voit aisément — le démontrer! — 
que tout projecteur P vérifie l'égalité PT = P), il en découle que 
P dQ = Pdu:p-°vT et dQ P = vp-*duTP. 

Aussi L 

F = P duA\ p7* dur P. 

On substitue à la sphère S' — H (J {oo} sa partie 4 = 7% 
formée des points x = (x: 1), auquel cas v = Cr + D, du = C dx, 
donc LU 

F = PC dz A\ p* drCTP, 
où 
(3) pt = QÛT + DT) (Cr + D). 

Si la matrice (3) est réelle (pour tout x € #), elle commute avec 
Je quaternion dx, si bien que 
(4) F = PC (dx A dx) p?CTP. 

Le fait que les différentielles des coordonnées interviennent dans 
la forme différentielle F à valeurs dans 8p (7) comme ? groupe 


dx \ dz signifie (voir fin de la leçon 21) que F est autoduale et 
qu’elle constitue donc un (V, Sp (x))-instanton. 
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Le projecteur P de la formule (4) s'écrit (voir problème 3) P — 
= uul, où u = u (x) est une matrice dont les colonnes forment une 
base orthonormée de l’espace F, = F(x:1), 1.8. C'est une (n + N) x 
X n-matrice quaternionique telle que 


(5) uTu =E, uTv =0, 


avec v la matrice (1) (pour y = 1). Le champ (4) s'écrit dans cette 
base comme forme différentielle 


F = uXC (dr A dx) p-?CTu 


* valeurs dans 8p (7). 
Problème 4. Montrer que le potentiel À de l'instanton (4) est 
donné par 


(6) À = uTdu. 


(Indication. F = duTQ A du.] 

Ainsi, on vient de démontrer la 

Proposition {. Soient C et D des (n + N) X n-matrices quaternio- 
niques rectangulaires telles que 

a) la matrice (3) soit réelle pour tout quaternion x; 

b) quels que soient les quaternions x et y non tous deux nuls, la 
matrice (1) soit de rang maximal N. La formule (4) définit un 
(N, Sp (n))-instanton F à potentiel (6). O 

Atiyah, Hitchin, Drinfeld et Manin ont montré que cette cons- 
truction donne, à l’équivalence de jauge près, tous les (W, Sp (n))- 
instantons. 
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Si l'on remplace u par uG, G étant une matrice quelconque de 
Sp (n), le potentiel (6) subit évidemment une transformation de 
jauge (tandis que l’instanton F, qui ne contient pas uw sous forme 
explicite, reste le même). 

Pareillement, l'instanton F (voire le fibré &) reste inchangé par 
Ja multiplication à droite de C et D par une matrice réelle non dé- 
générée arbitraire d'ordre VW (cette multiplication se ramène à un 
changement de base pour chaque espace Ÿ' : 5) et par la multipli- 
cation à gauche de Cet D par une matrice quelconque de Sp (n + W) 
(ce qui se traduit par un changement de base dans Hr+N). 

Aussi, l'ensemble de tous les instantons (4) est obtenu à partir 
de l’ensemble des couples (C, D) des matrices vérifiant les condi- 
tions a) et b) si l'on effectue un passage au quotient par le groupe 
GL(N;®R) opérant à droite sur (C, D) et par le groupe Sp (nr + N) 
qui opère à gauche sur ces couples. 

Il y a plus. On utilise à juste titre sur HP! — S', au lieu des 
coordonnées homogènes (x: y), les coordonnées (x’ : y’) qui leur sont 


projectivement équivalentes: 
(7) T'= Et + my, y = Er + M2y”, 


avec les quaternions &,. n1, &+, 1, qui permettent d'exprimer x’ et 
y" par æ et y ((7) est une transformation inversible). Avec ce chan- 
gement de coordonnées. les matrices C et. D deviennent (on le voit 
sans peine) les matrices CE, -- DE&, et Cn, + Du. 

Problème 5. Montrer que la transformation (17) est inversible si et 
seulement si ou bien &, = 0 et Ein, — EEE; in, 0, ou bien E, = 0 
et En, 0. 

Problème 6. Montrer que 

1° arec les coordonnées {x: u) choisies convenablement, on aboutit à 
C dont N lignes inférieures forment une matrice quaternionique inver- 
sible d'ordre N ; 

2° toute matrice C ayant cette propriété est équivalente (au sens des 
actions susmentionnées des groupes Sp (n + NW) et GL(N; R)) à une 

— E 


matrice de la forme 
(8) ; 
avec E la matrice unité d'ordre N. 
On suppose donc sans restreindre la généralité que C est de la 
forme (8), si bien que (1), y = 1, s'écrit 


(9) C:+D=| x + À 


A 
BE 


avec À et B des matrices quaternioniques constantes (indépendantes 
de x) de dimension #7 X V et N x N respectivement. 

La condition a) de la proposition 1 donne lieu à deux conditions 
suivantes : 

a”) la matrice BTB + ATA est réelle: 

a”) la matrice BTxz + xB est réelle pour tout x € hi. 

Problème 7. Montrer que pour que a”) soit remplie, il faut et il 
suffit que la matrice B (donc BTB + ATA de a'}) soit symétrique. 
Quant à b), elle est évidemment équivalente à la condition 

b') quel que soit le quaternion x € H, les équations BE = x1£, AË — 
—= 0 par rapport au vecteur ë = (E,, ..., Ex)" admettent une solu- 
tion unique E = 0. 

Si l’on veut construire le (W, Sp (n))-instanton associé aux matri- 
ces considérées C et D (i.e. aux matrices À et B), il faut en premier 
lieu trouver une (n + NV) X n-matrice u = u (x) satisfaisant aux 
conditions (5). On la cherche comme 


#-l 


— E — W 
40 — , 
(0) “| vw | 


UW 
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où Ü est une matrice quaternionique de dimension V X nr et W une 
n X n-matrice quaternionique hermitienne (i.e. une matrice quater- 


nionique pour laquelle WT = W). 
Problème 8. Montrer que la matrice (10) vérifie 
19 la condition uïu = E si et seulement si W est non dégenérée et 


(41) W2—E + UTU:; 


20 la condition uTv = 0, v étant la matrice (9), si et seulement si 
_ A+ ÜT(B —z£E) =0, ie. 


(12) U—=A(B—z7E)i" 


B — zx£E étant supposée inversible. 

Montrer de plus que le potentiel (6) associé à cette matrice est dé- 
jini par 
(13) A =WUT dU W + W-1d4W.| 


Ainsi, deux matrices quaternioniques À et B vérifiant les conditions 
a’), a”) (B étant symétrique) et b') donnent un (N, Sp(n))-instanton 
F à potentiel (13), où U et W sont les matrices définies par (11) et (12). 

Le potentiel (13) possède des singularités en x pour lesquelles 
B —zxE n'est pas inversible, mais on les élimine par une transforma- 
tion de jauge (sans être consécutives à la construction, ces singula- 
rités apparaissent avec tel choix de la jauge). 
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A et B différentes peuvent en général donner lieu à un même 
(N, Sp (n))-instanton F. 

Problème 9. Montrer que les matrices À, B et À,, B, donnent un 
même (N, Sp (n))-instanton F si et seulement s'il existe des matrices 
REO(N)et T ESp{(n) telles que 


(14) A=TA\R, B, = RTBR. 


Puisque BTB, + ATA; = R-1(BTB + ATA)R (on note que 
R-1 = RT), il vient immédiatement par le théorème de réduction 
aux axes principaux que la matrice réelle symétrique BTB + ATA 
de la condition a’) peut être supposée diagonale sans que cela nuise 
à la généralité de l'exposé. 

Ainsi, on a finalement la 

Proposition 2. Les (N, Sp (n))-instantons sont paramétrés par les 
couples des matrices quaternioniques (A, B) de dimension n X N el 
N X N respectivement telles que 

{jo la matrice B soit symétrique (BT = B); 

2° la matrice BTB + ATA soit réelle et diagonale; 
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3° quel que soit le quaternion x € Hi, les équations BE = r£, AE — 
— 0 par rapport au vecteur Ë = (£1, ..., En)" admettent une solu- 
tion unique &£ = 0. 

Deux couples (A, B) et (A1, B;) donnent un même instanton si et 
seulement s'il y a entre eux les relations (14), où REO(N), TESp(n). O 

Si l'on introduit l’espace quotient M, (W) de l'espace de tous 
les couples (A, B) soumis aux conditions 1° à 3° par la relation 
d'équivalence donnée par (14), on peut donc dire que les (N, Sp(n))- 
instantons F sont en correspondance biunivoque canonique avec les 
points de M, (N). | 

On dit d'ordinaire que M, (W) constitue l'espace des modules des 
(W, Sp (n))-instantons. 

La topologie de M, (NW) offre sans doute un grand intérêt, mais 
on n'en sait que peu de chose. 

Problème 10. Montrer que l'espace M, (N) contient un sous- 
ensemble ouvert partout dense (i.e. son adhérence est égale à M, (N)) 
M (N), variété différentiable de dimension 4 (n + 1) N —n{(2r + 1) 
(de dimension 8N —3.si n = 1). 

La nécessité de tenir compte du passage au quotient par les re- 
lations (14) entrave la construction des cartes de M, (W). On peut 
d’ailleurs procéder comme suit. On soumet les couples (A, B) à la 
condition supplémentaire qui exige que les matrices BTB + ATA 
aient leurs éléments diagonaux non croissants. Dans ce cas, on peut 
supposer que À des relations (14) est la matrice unité à l'extérieur 
d'un ensemble fermé nulle part dense (qu'on chasse de Mt; (1) 
sans restreindre la généralité) associé aux couples (A, B) tels que 
la matrice BTB + AT A possède des éléments diagonaux identiques, 
i.e. on suppose que les points de la variété M, (N) sont les classes des 
couples (À, B) par la relation d'équivalence (A,, B,) — (A, B) qui a 
lieu sous la condition nécessaire et suffisante 
(15) A, =TAet B, =B, 
où T ESp (n). 

Cela simplifie certes le problème qui n’en demeure pas moins 
très ardu et reste en fait ouvert. 
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Voyons de plus près le cas r = { où l'on voit intervenir les W- 
instantons au sens de la leçon 22. | 
Sir —= 1, la matrice A est le vecteur quaternionique À = (À, ... 
.…, À) de longueur W, et les conditions 1° à 3° ne sont autres 
que les conditions imposées au couple (4, B) (voir p. 336). 
La matrice U définie par (12) est pour r = 1 la colonne quater- 
nionique u = (u,, ..., un)" à N éléments, et la matrice W donnée 
par (11) constitue un nombre réel positif. 
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Problème 11. Montrer que la forme différentielle —W-\dW à 
coefficients réels est pour n = 1 la partie réelle de la forme différen- 
tielle quaternionique 
vTT __ uTdu 
WU dUW =: 

— N — N — 
où lul?=uTu— D |u;|?, uT du — D u; du;. 

Par conséquent, la formule (13) donnant le potentiel des V-ins- 
tantons s'écrit pour n = {1 (on omet une fois de plus l'argument 
z EC“) 

ZT 4 
(16) A= Im re 


où u = À (B — r)T (qui diffère sans doute de u de la formule (6), 
par exemple). 
Quant aux relations (15), elles deviennent pour n = 1 


(17) LA = th, BP; —= B, 


où tEH,|t] = 1. Aussi, on norme pour À, = 0 le vecteur X par la 
condition « la coordonnée À, est un nombre réel strictement positif ». 
Cela norme À de façon univoque, mais les points pour lesquels À, — 
= 0 (qui forment un autre ensemble fermé nulle part dense) se trou- 
vent éliminés. 

Aussi, on obtient une carte de la variété 9, (W) (ou les para- 
mètres indépendants des physiciens, qui donnent les W-instantons) à 
condition d'exiger que À, > 0 et de choisir, parmi les éléments de 
la matrice B et du vecteur À de (2, B) soumis aux conditions {1° à 
39, les éléments indépendants qui servent à exprimer tous les autres. 

Soit B=1||b;;|l, i, j =1,..., N, avec b;, — b;; (cela vérifie 
automatiquement la condition 1°). Les éléments diagonaux de BTB + 
 ÀATA s'écrivent 
: : N 
bibi; +hh= 2 [b;,12+ 1A,f?, 


mi 


ID Az 


si bien qu'ils sont réels. La condition 2° se ramène donc à VW (N — 
— 1)/2 relations 


N 
(18) Lbuba+hj=0, €, 


qui signifient que les éléments non diagonaux de cette matrice sont 
égaux à 0. Ainsi, on obtient une carte de la variété M, (W) si l’on 
résout les équations (18), i.e. si l’on considère, plus précisément, 
une partie des quaternions b,,, À; comme inconnues non principales 
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pour exprimer avec eux les quaternions restants. Il faut également 
tenir compte de la condition 3°. Korépin et Chatachvili ont été les 
premiers à remarquer que l’on résout les équations (18) pour N <3, 
mais que des difficultés d'ordre algébrique surgissent dès N — 4 qui 
s'avèrent insurmontables si l’on se borne aux quaternions. 
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Quand # = 1, les conditions (18) sont inexistantes, et les 1-ins- 
tantons sont donnés par le quaternion b = b,,et le nombre À = À, > 
> 0. Le potentiel À s'écrit donc 


A=lm 6-77 40 Lg AOTIT PDT db IT | 


REPSCEESNIENS 1H b—z |" — 
… A2 dz (b—z)-1 … A2(b—x)"1 dz 
LUS CNT EPTLE bp — Im EXT ETS 


Problème 12. Montrer qu'il existe une équivalence de jauge (à 
l'extérieur du point b) entre À et le potentiel À, } défini par la for- 
mule (22) de la leçon 21. (Indication. Poser y — À° (b — x)! + b.] 

Revenons à V quelconque. Si B est une matrice diagonale à élé- 
ments diagonaux b,, ..., b4 distincts et si À, . .., À sont réels 
positifs, les conditions 1° à 3° sont automatiquement vérifiées, et on 
considère le V-instanton ainsi obtenu comme superposition de W-ins- 
tantons Fi. i —1,..., N, de la leçon 21. Cette solution s'ap- 


pelle solution de t’Hooft. 
k + + 


Si N = 2, on a une seule équation (18), savoir 
Dyibia + Biabao + Ma = 0. 


L'équation étant linéaire en b,, est facilement résoluble. Il suffit 
de regarder le nombre à, > 0 et les quaternions b,,, b,,, À, comme 
inconnues non principales, auquel cas on a pour b,, # 


(19) by = — bis Parasite 
La condition 3° équivaut pour nr = 1 et N = 2 à exiger que les 
équations 
bi1ëi + Diabe = Tôn 
bi2Ë + Da2ba = TE 
Mb + Aob2 = 0 


n'admettent pour tout x € H que la solution triviale &, = 0, £, = 0. 
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Mais si l’on élimine Ë, à l’aide de la troisième équatior, on ob- 
tient pour Ë,: 


(A2 — Din + Die) es = 0, 
(T + bye" ho — Ugo) Ëo = 0. 


Aussi, la condition 3° est remplie si et seulement si l’un au moins des 
coefficients de &, est ici non nul pour tout quaternion x. On voit 
aisément que cela a lieu pour à, + 0 si et seulement si 


(20) ba — baahaks 5 Den — bia ha 


Ainsi, le nombre À, > 0 et les quaternions b,, Æ 0, b,; et, Æ 0 
soumis à la condition (20), avec b,, défini par (19), forment un sys- 
tème de paramètres indépendants dans un domaine de la variété 
M, (2) (i.e. ce domaine est un voisinage de coordonnées dont les coor- 
données locales sont le nombre À et les coefficients des quaternions b.,:, 
b;, et À). On constate en particulier que M; (2) est de dimension 
1 +3-4 = 13 = 8:2 — 3; voir problème 10. 

Si l'on veut construire la carte associée aux instantons éliminés 
{pour À, = 0 et b,, = 0), le choix des inconnues non principales 
doit être différent. 

Dans la pratique, il suffit d'ailleurs de décrire les instantons 
éliminés en tant qu'éléments d’une famille qui dépend d'un nombre 
inférieur de variables. (Géométriquement, leur ensemble constitue 
une sous-variété (munie éventuellement de singularités) de dimen- 
sion plus faible qui adhère au domaine de dimension 13 construit.) 

Problème 13. Montrer que les 2-instantons avec b,, = 0et À, = 0 
sont paramétrés par le nombre }, >> 0 et les quaternions b,,, b,,, b,, + 
+ b,, 5 0 (et qu'ils forment donc une variété de dimension 9). 


* + + 


Le cas N = 3 est traité de façon analogue. 
On a trois équations (18): 


bibi: + biob30 + bisbas + NUE = 0, 
(21) bndis + Diod3u + Disdas + OUT = 0, 
bibi + DPULE + Dosbss + Aka = (. 


Si l’on considère les quaternions b,,, bi3. bas, 023, À2 et le nombre 
1 >> 0 comme inconnues non principales, on trouve pour b,, 
le quaternion b,, à partir de la première équation, et les deux autres 
équations en b., et À, s'écrivent 


Di3b33 + hs = A, b5033 + hs = d, 
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avec a ot b des quaternions connus, si bien qu'elles admettent pour 
Âo 7% —Mdas un6 solution unique. Compte tenu de 3° qui se ramène 
(on le voit aisément) à certaines inégalités, cela donne une famille de 
3-instantons qui dépendent de 1 + 5:4 = 21 = 8-3 — 3 paramètres 
réels. Si À, — —À,b,, ou b,, = 0, on obtient trois autres familles 
dont deux dépendent de 17 paramètres réels (du paramètre numérique 
À. et des paramètres quaternioniques be, b13, bass Das Ot Din Dogs Dons 
À, respectivement) et la troisième est fonction de 13 paramètres réels 
(du paramètre numérique À, et des paramètres quaternioniques b.;, 
boas D23) régis par des inégalités correspondantes. 

Lorsque V = 4, la méthode ne fonctionne pas parce que les équa- 
tions en b,, sont non linéaires (le vérifier !). 
mn Tous ces calculs ne disent en fait rien sur la topologie de l'espace 

1 (W). 
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